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高等数学 A 上册资料

第一、二章 函数、极限与连续

第三章 导数与微分

第四章 微分中值定理与导数应用

第五章 不定积分

第六章 定积分

第七章 无穷级数

第一、二章 函数、极限与连续

第一讲 函数

教学目的和要求： 深刻理解一元函数的概念， 熟悉函数的几种特性、 运算，能熟练作出

基本初等函数的图形。

知识点： 一元函数的定义、函数的特性、函数的运算、基本初等函数、分段函数。

重点： 一元函数的定义（着重要强调自变量与因变量之间的单值对应关系） ，函数的几

种特性，基本初等函数。

难点： 复合函数、反函数、分段函数

教学方式： 多媒体，讲授

教学思路： 本讲实际上是复习中学有关一元函数的内容， 通过这一次课， 让学生对一元

函数 y = f(x)有一个统一、 准确的认识， 尤其要深刻理解其中 x与 y之间的单值对应关系， 熟

悉函数的特性、运算、图形、强调对分段函数的讲解，为以后讲函数的连续、求导做准备。

教学过程：

一、函数的概念

定义 1 设 A、B是两个实数集，称映射 f: A→B为一元函数，简称函数，记作
: | ( ),f x y f x x A

其中 x称为自变量， y称为因变量， f(x)表示函数 f 在 x处的函数值， A 为 f 的定义域，
记作 D (f)、 f(A)={ y | y= f(x)、x∈A}称为 f的值域，记作 R（ f）。
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注意：函数的两个基本要素：定义域和对应法则， x与 y之间必须是单值对应关系。
函数常用的表示方法：列表法、图示法、公式法。

例 1 求函数 2 1
4

1
y x

x
的定义域。

解：必须满足条件：

24 0
1 0
x

x
即

| | 2
1

x
x

得 1 2x

∴函数的定义域为： （ 1,2）。

例 2 求函数 2 2
6 7 2 arcsin

1
x

y x x
x
的定义域。

解： x必须满足条件

26 7 2 0                         <1>
21 1, 1                  <2>           

1

x x
x x
x

由<1> 26 7 2 (3 2)(2 1) 0x x x x ，解之得

2 1
( , ) [ , )

3 2
x

由<2>，当 1x ，即 1 0x 时， <2>变为 (1 ) 2 1x x x，无解。

当 1x ，即 1 0x 时， <2>变为 (1 ) 2 1x x x，解之得： 1
[ ,1]

3
x

∴ 函数的定义域为：
1

[ ,1]
3

x

分段函数：在定义域的不同子集上用不同的表达式来表示对应法则的函数。

例 3 符号函数

1           >0
sgn 0          =0

1        <0

x
y x x

x

例 4 取整函数 [ ],( ),[ ]y x x R x 表示不超过 x的最大整数。

如： [ 3.2]= 4 [3.55]=3 [ 3] 1 [ ] 3

[ ] 1
2

[ ] 0
4

例 5 
0

| |
0

x x
y x

x x

例 6 | 1| | 2 |y x x
即

3 2 1
1                          1 <2
2 -3                     2

x x
y x

x x
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例 7 设

2 1                    <0

( ) sin                    1< <2    ( 1), (0)

>0     ( ), ( ), (5)
2

x

x x

f x x x f f

e x f f f

求

解：略

通过分段函数的学习，进一步理解函数的概念，扩大学生认识函数的范围，为以后讲

解函数的连续性创造条件。

二、函数的图形

定义 2 称集合 {( , ) | ( ), ( )}x y y f x x D f 为函数 f 的图形，记为 G(f)。函数 f的图形

是坐标平面上一些特定点（ x,y）的集合。

注意：与 x轴垂直的直线与函数曲线最多只能有一个交点。

三、函数的几种特性

1．函数的有界性
设函数 ( )y f x 的定义域为 D，数集 X D ，如果存在正数 M，使对于任意 x X 都

有

| ( ) |f x M
则称函数 ( )y f x 在集 X上有界，否则称 ( )f x 在 X 上无界。

2．函数的单调性

设函数 ( )y f x 的定义域为 D，区间 I D ，若对于任意的 1 2,x x I ，当 1 2x x 时，

有 1 2( ) ( )f x f x ，或 1 2( ) ( )f x f x ，则分别称 ( )f x 是区间 I 上的单调增加函数或单调减少

函数。

单调增加或单调减少的函数统称为单调函数。

3．函数的奇偶性
设函数 ( )y f x 的定义域 D 关于原点对称， 如果对于任意 x D ，都有 ( ) ( )f x f x ，

则称 ( )f x 为奇函数；如果对于任意 x D 都有 ( ) ( )f x f x ，则称 ( )f x 为偶函数。
奇函数的图形关于原点对称，因为 ( , ( ))x f x 也在图形上。

同理可以说明偶函数的图形关于 y轴对称。

4．函数的周期性
设函数 ( )y f x 的定义域为 D，如果存在一个不为零的数 T，使得对于任意 x D ，有

( )x T D ，且
( ) ( )f x T f x

则称 ( )f x 为周期函数， T 称为周期。
若 T是 ( )f x 的周期，则 ( )nT n N 也是 ( )f x 的周期，周期中的最小正值称为最小正周

期，通常周期均指最小正周期，如 siny x， 2T 。

例 8 证明下列函数在所示区间内有界
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1） ( ) lg /f x x x 1[ , 1 ]
2

2） ( ) lg /f x x x [ 1 , + )

证明 1）只要证明 lg( ) xf x
x
在

1[ , 1]
2

上是单调的，则有界。

设 2
1

1
2

x x ，则

1 2 2 1 1 2
1 2

1 2 1 2

lg lg lg lg
( ) ( )

x x x x x x
f x f x

x x x x

而 1 2 2lg lg , 0x x x ，有 2 1 2 2lg lgx x x x

于是 2 1 2
1 2

1 2

( )lg( ) ( ) x x xf x f x
x x

由于 2 1 1 2 20, 0,lg 0x x x x x

所以 2 1 2
1 2

1 2

( )lg
( ) ( ) 0

x x x
f x f x

x x

即
lg( ) xf x
x
在

1[ , 1]
2

上是单调的或 | ( ) | 2lg2f x 因而有界。

2）因 1x ，则
lg

0
x

x

设 [ 1 , )x ，则 10x x，故
lg

1
x

x
。

所以 0 ( ) 1f x 或 | ( ) | 1   ( 1)    [1, ), ( )f x m x f x 有界

例 9 讨论函数 2( ) ln( 1 )f x x x 的奇偶性。

解：函数 ( )f x 的定义域 ( , )

因
2

2

1
( ) l n ( 1 ) l n ( )

1
f x x x

x x

2ln( 1 ) ( )x x f x

所以， ( )f x 是 ( , ) 上的奇函数。

例 10 试证
2 3 0

( ) 0 0
2 3 0

x x
f x x

x x

是奇函数

证明： 设 [ ,0)x ，则 (0, ]x ，由于 ( ) 2 3f x x

( ) 2( ) 3 (2 3), ( ) ( )f x x x f x f x

设 ( 0 , )x ，则 [ ,0)x ，由于 ( ) 2 3f x x



5 

( ) 2( ) 3 (2 3) ( ) ( )f x x x f x f x

又 ( 0 ) 0f ，于是对于任何 [ , ]x ，都有 ( ) ( )f x f x ，从而 ( )f x 是奇函数。
例 11 函数 ( ) [ ]f x x x 是否为周期函数，如果是确定其最小正周期。
解：对任何 x，存在整数 n，使 1,[ ]n x n x n，
则 ( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [f x T f x x T x T x x T x T x。

当 T为整数时，由于 1n T x T n T ，
故 [ ] [ ]x T n T x T，于是有

( ) ( ) 0     ( )f x T f x T Z
( ) [ ]f x x x 是周期函数，最小正周期为 1。

四、函数的运算

1．函数的四则运算
设 f, g 是定义域分别为 ( ), ( )D f D g 的函数，定义 f, g 的和、差、积、商如下：

( )( ) ( ) ( )    ( ) ( )f g x f x g x x D f D g

( )( ) ( ) ( )          ( ) ( )fg x f x g x x D f D g

( )
( )( ) ( ) ( )

( )
f f x

x x D f D g
g g x

且 ( ) 0g x

特别地 ( )( ) ( ), ( ),f x f x x D f R， f 称为 f 与 的数。

2．复合函数

定义 3 设有两个函数 ( )u x 和 ( )y f u ，如果函数 ( )u x 将集合 D 映入 ( )D ，

函数 ( )y f u 将集合 fD 映入 ( )ff D ，若 ( ) fD D ，则得到了一个从 D 到 ( )ff D 的一个

新的函数， 也称为由函数 ( )u x 和 ( )y f u 复合而成的复合函数， 记作 [ ( )]y f x ，u称
为中间变量。

例 12 设 u x ， ( ) sinf x u，求复合函数 [ ( )]f x 。

解 ： 由 于 ( ) [0, ) ( , )fD D 可 构 成 复 合 函 数

[ ( )] sin ,    [0, )f x x x ，反之可否构成 [ ( )]f x ， ( , ) [0, )fD D 不可

定义 4 设函数 ( )y f x 的定义域为 D，值域为 f(D )，则对于任一 0 ( )y f D ，必有唯

一的 0x D 使 0 0( )f x y ，从而确定了一个新的函数， 这个函数称为函数 ( )y f x 的反函数，

记作

1
( )x f y

它的定义域是 f(D )，值域是 D。
注意： ( )y f x 是单值对应的，但其反对应关系不一定是单值的，从而不一定能构成

单值函数。
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如：
2
, ( , ), sin , ( , )y x x y x x ，函数 ( )y f x 与

1
( )x f y 的定义域

与值域是互换的，因而在 xoy 面上图形相同，习惯上用 1
( )y f x 表示 ( )y f x 的反函数，

若点 P（a, b）在 ( )y f x 的图形上，则 Q（b, a）就在其反函数 1
( )y f x 的图形上，反之

亦然。而 P（a, b）与 Q（b, a）是关于直线 y=x对称的，从而 y = f(x)与其反函数 1 ( )y f x

的图形是关于直线 y=x对称的。

五、基本初等函数

常数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数这六类函数统称为基本初

等函数。

1．见教材即可
注意：对这些函数的定义式、定义域、值域、图形及相关的性质要了如指掌。

六、初等函数

定义 5 由基本初等函数经过有限次的四则运算与有限次复合步骤所构成并可用一个

式子表示的函数，称为初等函数。

注意：一般地、分段函数不是初等函数 但：
2 0

| |
      x 0
x x

y x x
x

是初等函数

我们所讨论的函数一般都是初等函数，如：

2 sin
2 3,  ln(sin2 ),  x

arc x
y x x y x y

x e
，

lnx x x
y x e 等

双曲函数：见教材

反双曲函数：见教材

小结：抽象地讲， 一元函数 ( )y f x 就是讨论两个变量 x与 y之间的一种动态关系， 不

过要求 x与 y的对应关系是单值的，与其相关的有界性、单调性、奇偶性、周期性都会在这
一动态过程中得到体现。 推而广之， 世界上的万事万物如果可以量化的话， 不都可看成以时

间为自变量的函数吗？因为它们都是随时间的变化而变化的。

第二讲 极限（一）

教学目的和要求： 深刻理解数列极限的定义， 掌握数列极限的性质， 深刻理解 x无限增
大时函数极限的定义。

知识点： 数列极限的定义，数列极限的性质， x无限增大时函数极限的定义。

重点： 两个定义及数列极限的性质

难点： x无限增大时函数极限的定义

教学方式： 多媒体，讲授

教学思路： 通过数列的实例的变化趋势引入数列极限的定义， 着重解释如何用精确的数

学语言来表达对“无限增大” ，“无限接近”这些直观的描述，再由数列极限的定义推广到 x
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无限增大时函数的极限

教学过程：

一、数列极限的概念

以自然数为自变量的函数 ( )nx f n 的函数值按自然数的顺序排列起来，就构成一个数

列。

1 2, , , ,nx x x ，简记为 nx ，xn为通项。

例如 1） { }:1,2,3, , ,n n

2） 1 1 1 1{ }:1, , , , ,
2 3n n

3）
1 2 3

{ }: , , , , ,
1 2 3 4 1

n n
n n

4）
1 1( 1) 1 4 ( 1){ }: 2, , , , ,

2 3

n nn n
n n

5） 1 1{( 1) }:1, 1,1, 1, ,( 1) ,n n

将这些数列的若干项表示在数轴上， 当 n 时，观察它们的变化规律， 会发现 { }n 无

限增大，
1

{ }
n
无限接近于 0， { }

1
n

n
、

1( 1)
{ }

nn
n

无限接近于 1， 1{( 1) }n
变化趋势不确

定。

1． { }n

2．
1

{ }
n

3． { }
1

n
n

4．
1( 1){ }

nn
n

如果当 n 无限增大时， xn无限接近某个确定的常数 a，则称 { xn}以 a 为极限，或称 { xn}
收敛于 a，记为：

1
1 1 ( 1)lim 0,lim 1,lim 1

n

n n n

n n
n n n

以（ 3）为例，当 n 时，
1

{ }
n

n
的各项无限接近于 1，也就是说，随着 n 的增大，

数列各项
1n

n
与 1 之差的绝对值

1
1

n
n

（即点
1n

n
与 1 的距离）就可以越来越小，任意

小，要多小有多小，可以小于任意给定的正数 。就是说，对于任意给定的正数 ，不论它

有多么小， 只要 n 足够大，都可以使 1
1

n
n

，换句话说， 只要存在正整数 N，对于 n>N

的所有项都满足不等式
1

1
n

n
就行了。
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如：取 0.01，要使
1

1 0.01
n

n
，即

1
| | 0.01
n

，得 100n ，取 N=100，当 n>N

时，就一定有
1 1 0.01n

n
。也就是说该数列从第 101 项开始，后面所有的各项与 1的距

离都小于 0.01。再取 0.001,

定义 1 设有数列 { }nx ，若存在一个常数 a，对于任意给定的正数 （不论它多么小） ，

总存在正整数 N，使得当 n>N时，有 | |nx a 成立，则称数列 { }nx 存在极限，并称 a为 { }nx

的极限记作 lim nn
x a或 ( )nx a n 。

此时，也称数列 { }nx 收敛于 a，或 { }nx 为收敛数列，否则称数列为发散数列。

上述定义用逻辑符号表述为： 0, N N ，使得当 n>N时，恒有 | |nx a ，则称

a为数列 { }nx 的极限。

注意：定义中，正数 是任意给定的可以充分小，它刻画了 xn接近于 a 的程度，正整

数 N与 有关，用 n>N刻画 n足够大，它是保证 | |nx a 成立的条件，对于一个给定的 0 ，

N不是唯一的。

{ }nx 以 a 为极限的几何意义：对于数轴上的点 a的任意给定的 邻域 ( , )a a ，总

存在自然数 N，使得点列 { }nx 从第 N+1 项起所有的点： 1 2, ,N nx x ，都落在 ( , )a a 之

内，而在此邻域之外至多只有 { }nx 的有限项 1 2, , , Nx x x ，因此可知，数列的收敛性与它的

前有限项无关。

例 1 用数列极限的定义证明：
1( 1)

lim 1
n

n

n
n

证明： [分析 ] 利用 N 定义证明 lim n
n

x a 关键是对 0 ，视 n 为未知数，通过

| |nx a 不易解出 n，可设法将 | |nx a 适当放大为 | | ( )nx a n ，然后由 ( )n ，解

出 ( )n g ，再取 [ ( )]N g ，因
1( 1 ) 1

| | 1
n

n
n

x a
n n

，要使 | |nx a ，即要

1
n

或
1

n ，所以，对 0，取
1

[ ]N ，则当 n>N时，有：

1( 1)
1

nn
n
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∴
1( 1)

lim 1
n

n

n
n

。

例 2 用数列极限的定义证明，
3 1 3

lim
2 1 2n

n
n

证明：因
3 1 3 5 5

| |
2 1 2 2(2 1) 2(2 1)n
n

x a
n n n

，而
5 5

2(2 1)n n
。

所以，要使
3 1 3
2 1 2

n
n

，只要
5
n

，即
5

n ，于是，对 0，取
5

[ ]N

当 n>N时，恒有
3 1 3
2 1 2

n
n

成立。

∴
3 1 3

lim
2 1 2n

n
n

。

例 3 用“ N ”语言证明：
2 2 1

lim
2 2n

n a
n

证明：因
2 2 1

| |
2 2

n
n a

x a
n

2 2 2

2 22 2 ( )

n a n a
n n n a n

而
2 2 2 2 2 2, 2 ( ) 4n a n n n n a n n

于是
2 2

22 2 42 ( )

a a
nn n a n
，要使

2 2 1
2 2

n a
n

，只要
2

24
a
n

，即
| |
2

a
n

所以，对 0，取 | |
[ ]
2

a
N ，当 n>N 时，恒有

2 2 1
2 2

n a
n

成立。

∴
2 2 1

lim
2 2n

n a
n

例 4 用“ N ”语言证明： lim 0  (| | 1)n

n
q q

证明：当 0q 时，结论显然成立。

现设 0 | | 1q ，因 | | | 0 | | |n n
nx a q q ，要使 | |nq ，取对数得： lg | | lgn q

即
lg

lg | |
n

q
（不妨设 0 1）。

所以， 0，取 lg
lg | |

N
q
，当 n>N时，恒有 | 0 |nq 。∴ l i m 0

n

n
q 。
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二、数列极限的性质

定理 1 （极限的唯一性） ，收敛数列的极限是唯一的

证明： 用反证法，如果 lim ,limn nn n
x a x b，且 a<b，取

1 ( ) 0
2

b a

由 lim nn
x a知，存在正整数 N1，当 1n N 时

有
1

| | ( )
2

nx a b a

又由 lim n
n

x b知，存在正整数 N2，当 n > N2时

有
1

| | ( )
2

nx b b a

取 1 2max{ , }N N N ，当 n > N 时，上两不等式都成立

于是有 | |n nb a b x x a 。

1 1
| | | | ( ) ( )

2 2
n nx a x b b a b a b a

矛盾，假设不成立，定理成立。

设数列 { xn}，若 0L ，使得当 n N 恒有 nx L ，则称 { xn}有上界 L。类似可定义 { xn}

有下界。若 { xn}既有上界，也有下界，则称 { xn}是有界的，否则称 { xn}无界。
定理 2 （收敛数列的有界性） ，如果数列收敛，则数列必有界。

证明：设 lim nn
x a ，则对于 1，存在正整数 N，当 n>N 时，

有 | | 1nx a ，从而

| | | | | | | 1 | |n n nx x a a x a a a

取 1 2max{| |,| |, ,| |,1 | |}nm x x x a ，当 n N 时都有 | |nx m

∴ 数列 { xn}有界。
注意： 有界性是数列收敛的必要条件，不是充分条件，也就是说有界数列不一定收敛，

如数列 1
{( 1) }

n
，有界但不收敛，若数列 { xn}无界，必发散，如数列 { sin }n n 无界，因而发

散。

子数列的概念： 在数列 { xn}中任意抽取无限多项并保持这些项在原数列 { xn}中的先后次
序，这样得到的数列称为原数列 { xn}的子数列（子列） 。

如 { xn}中取出
1 2
, , , , ( )

kn n n kx x x n k 。

定理 3 （收敛数列与子数列间的关系） ，如果数列 { xn}收敛于 a，那么它的任一子数列
也收敛，且极限也是 a。

证明：设数列 knx 是数列 { xn}的任一子数列，
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由于 lim nn
x a，均对于 0， N ，当 n>N时

恒有 | |nx a 成立。

取 K=N，则当 R K 时， R K Nn n n N

于是 | |
knx a 成立

∴ lim
knn

x a 。

注意：如果子数列 { }
knx 收敛，但原数列 { xn}不一定收敛，如 1{( 1) }n

思考题： 猎狗的奔跑速度为 10m/s，兔子的奔跑速度为 5m/s，猎狗沿直线追赶兔子，

兔子提前一秒钟开始跑，如图，当兔子跑到 B 点时，狗追到 A 点，当兔子跑到 C 点时，猎
狗追到 B点，这样追下去，似乎猎狗永远也追不到兔子，为何？

三、自变量 x 无限增大时函数的极限

x无限增大包括三种情况： , ,x x x 。

如果在 x 的过程中，函数值 ( )f x 无限地接近于确定的常数 A，则 A就叫做函数 ( )f x
当 x 时的极限。

定义 2 设 f : ( )D f R是一函数，其中 ( ) ( , ) ( , )D f , 0R ，若

存在常数 A R，满足关系：
0, 0X ，使得当 | |x X 时，恒有 | ( ) |f x A 。

那么称 A 是 f(x)当 x 时的极限，记作

lim ( )
x

f x A或 ( ) ( )f x A x

这时，我们说，当 x 时， f(x)极限存在。

当 x 时，定义中的 | |x X 改为 x X 就可得 lim ( )
x

f x A的定义

当 x 时，定义中 | |x X 改为 x X 就可得 lim ( )
x

f x A的定义

定义 的 几何 意 义 ：对 0 ， 总能在 x 轴上 找 到一 点 X， 使得函 数的图 形

( ) { ( , ) | ( ) , ( , ) ( ,G f x y y f x x 在直线 x X 右边的部分与直线 x X 左

边的部分位于平面带形 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )X A A X A A 内

定理 4 lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x A f x A f x

证明：必要性 设 lim ( )
x

f x A，由定义可知：

对于 0, X ，当 | |x X 时， | ( ) |f x A ，即当 ( 0)x X X 或 x X 时

| ( ) |f x A ∴ l i m ( ) l i m ( )
x x

f x f x A
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充分性，设 lim ( ) lim ( )
x x

f x A f x

对于 1 10, X ，当 1x X 时， 1| ( ) |f x A

对于 2 20, X ，当 2x X 时， 2| ( ) |f x A

取 1 2 1 2min{ , }, max{ , }X X X ，当 | |x X 时

恒有 | ( ) |f x A 成立

∴ l i m ( )
x

f x A。

例 5 3 1 3
lim

2 1 2x

x
x

证明：因
3 1 3 1 1 1
2 1 2 2 | 2 1| 2 2 | | 1

x
x x x

要使 | ( ) |f x A ，只要
1 1
2 2 | | 1x

，即 1 1
| |

2 4
x

于是对于 0 ，取
1 1
2 4

X ，当 | |x X 时，就有
3 1 3
2 1 2

x
x

成立

∴
3 1 3

lim
2 1 2x

x
x

小结：数列的极限实际上是一元函数当自变量无限增大时极限的一种特殊情形， 数列极

限是自变量 n“离散地”取正整数无限增大时，函数值 ( ) nf n x 的变化趋势。而一元函数

当自变量无限增大时的极限是自变量 x“连续地”取实数无限增大时，函数值 ( )f x y的变
化趋势，一个是“离散变量” ，一个是“连续变量” 。

第三讲 极限（二）

教学目的和要求： 深刻理解函数极限的定义， 掌握用定义证明函数极限的方法、 熟悉函

数极限的性质。

知识点： 定义，函数极限的性质

重点： 定义

难点： 定义，用定义证明函数的极限

教学方式： 多媒体，讲授

教学思路： 利用函数极限的几何意义，详细、形象、深刻地讲解 定义，适当地增

加用定义证明函数极限的例题，让学生熟练地掌握用定义证明极限的方法。

教学过程：
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一、自变量趋于有限值时函数的极限

x趋于 0x 有三种情况：x从 0x 的右侧趋于 0x ，即为 0x x ；x从左侧趋于 x0，记为 0x x ；

x从左、右趋于 x0，记作 0x x 。

如果在 0x x 的过程中， 对应的函数值 )( xf 无限接近于确定的数值 A，那么 A叫做函

数 )( xf 当 0x x 时的极限。

在 0x x 的过程中， )( xf 无限接近于 A，就是 |)(| Axf 能任意小，要多小有多小，

可小于任意给定的正数 ，即 |)(| Axf ，而 )( xf 无限接近 A 是在 0x x 的过程中实

现的，所以对于任意给定的正数 ，只要充分接近于 0x 的 x所对应的函数 )( xf 满足不等式

|)(| Axf 即可。而充分接近 0x 的 x 可表示为 ||0 0xx ，其中 是某个正数。

适合不等式 ||0 0xx 的全体 x，就是 0x 的去心 邻域 0( , )U x ， 则体现了 x与 0x

的接近程度。

定义 1 设 f ： 0( )U x R是一函数，若存在一个常 RA ，满足关系：

0， 0，使得当 ||0 0xx 时，恒有 |)(| Axf

则称 A 是 )( xf 当 0x x 时的极限，记作

Axf
xx

)(lim
0

或 )()( 0xxAxf

此时，也称当 0x x 时， )( xf 存在极限。

注意： )(xf 在 0x x 时的极限只与 )( xf 在 0x 的去心邻域 0( )U x 的值有关，与 )( xf 在

0x 处是否有定义或 )( xf 在 0x 处的值的大小无关。因为极限是考虑 0x x 时，函数的变化

趋势，与 )( xf 在 0x 处的状态无关。

几何意义：对于任意给定的 0，总能找到一个 0 ，使得函数 f的图形

0( ) ( , ) ( )      ( )G f x y y f x x U x

在宽为 2 的竖直带形内的部分全落在长方形 ),(),( 0 AAxx 内 . 

例 1 证明 CC
xx 0

lim （C为常数）
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证明：因 0)( CCAxf ，对于 0，可任取一正数 （此处 与 无关），

当 ||0 0xx 时，能使不等式 0)( CCAxf 成立。 CC
xx 0

lim

例 2 证明 0
0

lim xx
xx

证明：因 0)( xxAxf 要使 0)( xxAxf

对 于 0 ， 取 ， 当 ||0 0xx 时 ， 就 有 不 等 式

0)( xxAxf 成立 0
0

lim xx
xx

例 3 证明 4
2
4

lim
2

0 x
x

xx
。

证明：因 24
2
4

)(
2

x
x
x

Axf ，要使 Axf )( ，即要 2x

对于 0，即 ，当 20 x 时，就有不等式 4
2
42

x
x

成立

4
2
4

lim
2

0 x
x

xx
。

分析：用 定义验证
0

lim ( )
x x

f x A的关键是对于任给 0 ，在不等式 ( )f x A

中视 0x x 为未知数，从 ( )f x A 中解出 0 ( )x x g ，取 ( )g 即可。如从不等

式 ( )f x A 中 不 易 解 出 0 ( )x x g 可 设 法 将 ( )f x A 适 当 放 大 为

( ) ( )f x A x ，再从 ( )x 中解出 0 ( )x x g ，再取 ( )g 即可。

例 4 证明：当 0 0x 时，
0

0lim
x x

x x 。

证明：因 0
0 0

0 0

1
( )

x x
f x A x x x x

x x x

要使 ( )f x A 只 要 0
0

1
x x

x
或 0 0x x x ，且 0x ， 而 0x 可 用

0 0x x x 得证。

对于 0，即 0 0min{ , }x x ，当 ||0 0xx 时，不等式： 0x x 成
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立，
0

0lim
x x

x x

例 5 证明 22

2 1
lim

4 4x

x
x

证明：因 2

22 1
( )

4 4 4 2
xx

f x A
x x

，而 2x ，可限定 2 1x ，则 2 3x ，

于是得到放大的不等式

2 2
( )

4 2 12
x x

f x A
x

要 使 ( )f x A ， 只 要
2

1 2
x

， 即 2 1 2x ， 于 是 对 于 0 ， 取

m i n {1 , 1 2，当 ||0 0xx 时，就有 2
2 1
4 4

x
x

成立， 21

2 1lim
4 4x

x
x

。

例 6 证明
1

2 1 1
lim

3 2x

x
x

证明：因
5 12 1 1

( ) ( )
3 2 2 3

xx
f x A

x x
，而 1x ，可限定 ( 1) 1x ，即

2 0x ，则 3 1x ，于是得到放大的不等式：

5 1 5
( ) 1

2 3 2
x

f x A x
x

要使 ( )f x A ，只要
5

1
2

x ，即
2

1
5

x 。

于是对于 0 ，取 2
min{ 1, }

5
，当 0 | ( 1) |x 时

就有
2 1 1

3 2
x

x
，

1

2 1 1lim
3 2x

x
x

。

例 7 证明
2

1

1
lim

1 2x

x
x

。

证明：因
2 2 2 1 11 2 1
1 2 2( 1) 2 1

x x xx x x
x x x

，而 1x ，可限定
1

0 1
3

x ，

则
4
3

x ，
1 3

2 1 10x
（因

1 5
1 2 1 2

3 3
x x ）

于是得到放大的不等式

2 2 11 11
1 1

1 2 2 1 10
xx

x x
x x
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要 使 ( )f x A ， 只 要 11 1
10

x ， 即
101
11

x ， 于 是 对 于 0 ， 取

1 1 0
m i n { , }

3 1 1
，当 0 1x 时，就有

2 1
1 2

x
x

成立，
2

1

1
lim

1 2x

x
x

。

类似可以定义 0x x ， 0x x 时函数的极限：

设函数 f ： 0 0( , ) ( 0x x R 常数），若存在数 A R，满足关系：

0, 0，使得当 0 0( , )x x x 时恒有 ( )f x A

则称 A 为 ( )f x 当 0x x 的左极限，记作

0
0( 0) lim ( )

x x
f x f x A或 0( ) ( )f x A x x

同样可定义 f 当 0x x 的右极限，记作

0
0( 0) lim ( )

x x
f x f x A或 0( ) ( )f x A x x

定理 1 
0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x A f x f x A

注意： 0x x 时， ( )f x 的极限为 A的充要条件是 ( )f x 的左、右极限存在并且相等， 如

果左、右极限有一个不存在，或都存在但不相等，则
0

lim ( )
x x

f x 不存在。

例 8 设
2 1 1

( ) 0 1
1

x x
f x x

x x

， 证明
1

lim ( )
x

f x 不存在。

证明：因为
1 1

lim ( ) lim(2 1) 3
x x

f x x
1 1

lim ( ) lim 1
x x

f x x

1 1
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x 故
1

lim ( )
x

f x 不存在。

思考题：

设

2 1 1
( ) 0 1

1

x x
f x x

x x

，
1

lim ( )
x

f x 是否存在？与 (1)f 是否有关系？

在函数极限不存在的情况中，有一种比较特别：

设 f ： 0( )U x R是任一函数，若 0M ， 0 ，使得

当 ||0 0xx 时，恒有 ( )f x M
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则称当 0x x 时， ( )f x 的极限为无穷大，记作

0
lim ( )
x x

f x 或 0( ) ( )f x x x

类似地，有
0

lim ( )
x x

f x 和
0

lim ( )
x x

f x 等。

二、函数极限的性质：

定理 2 若
0

lim ( )
x x

f x 存在，则极限唯一。

证明：依照数列极限唯一性的证明方法。

定理 3 （局部有界性）若
0

lim ( )
x x

f x 存在，则 0M 与 0 ，使得 0( , )x U x 都有

( )f x M 。

证明：设
0

lim ( )
x x

f x A，由极限定义，对于 1， 0

当 0( , )x U x 时，有 ( ) 1f x A

从而， ( ) ( ) ( ) 1f x f x A A f x A A A M 。

定理 4 （局部保界性）如果
0

lim ( )
x x

f x A ，且 0A （或 0A ），则 0 ，当

0( , )x U x 时，有 ( ) 0f x （或 ( ) 0f x ）。

证明：设 0A ，取正数 A，由
0

lim ( )
x x

f x A 的定义，对于此 ， 0 ，当

0( , )x U x 时，不等式 ( )f x A 即 ( )A f x A 成立。

故 ( ) 0f x A 。

类似可证明 0A 的情形。

定理 5 （局部保序性） 若 0，当 0( , )x U x 时， ( ) ( )f x g x ，且
0

lim ( )
x x

f x A，

0
lim ( )
x x

g x B ，那么 A B 。

证明：反证法，设 B A，取 1
( )

2
B A

则 0，当 0( , )x U x 时，有

1
( ) ( )

2
f x A B A 有

1
( ) ( )

2
f x B A

1
( ) ( )

2
g x B B A 有

1
( ) ( )

2
g x B A 矛盾。
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小结：极限的作用就是描述因变量 y随自变量 x在一定的变化过程中的终极状态 （或变

化趋势），它是分析数学中最基本的概念之一，是研究若干数学问题最基本的方法之一，极

限概念的理解对后面学习函数的连续性、导数、微分、积分都是至关重要的。

第四讲 极限的运算法则

教学目的和要求： 熟练掌握极限的运算法则， 以及极限存在的两个准则， 进一步熟练用

定义证明极限存在的方法。

知识点： 函数及数列极限的运算法则，极限存在的两个准则。

重点： 函数极限的运算法则，极限存在的两个准则。

难点： 极限的运算。

教学方式： 多媒体、讲授

教学思路：通过对极限四则运算法则的证明进一步熟悉用 “ 定义”证明极限存在，

通过一些典型例题的计算尽可能多地掌握函数极限的计算方法以及两个准则的运用。

教学过程：

定理 1 （四则运算法则）设
0

lim ( )
x x

f x A，
0

lim ( )
x x

f x B ，则

1）
0 0 0

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x A B

2）
0 0 0

lim[ ( ), ( )] lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x AB

3） 0

0

0

lim ( )( )
lim

( ) lim ( )
x x

x x
x x

f xf x A
g x g x B

( 0)B

此定理对于 x 等情形也成立。

证明： 2）因

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f x g x AB

f x g x Ag x Ag x AB

g x f x A A g x B

由
0

lim ( )
x x

f x A，对于正数 ( 0)
2

M
M

，存在 1，当 0 1( , )x U x 时，

有 ( )
2

f x A
M

又
0

l i m ( )
x x

g x B，对于正数 M，及
2 A

，存在 2，当 0 1( , )x U x 时

有 ( )g x M ( )
2

g x B
A
。
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取 1 2min{ , }，当 0( , )x U x 时，上述三个不等式同时成立

( ) ( )
2 2

f x g x AB M A
M A

于是
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x AB。

3）因
0

lim ( ) 0
x x

g x B 对于正数
| |
2
B
，存在 0( , )U x ，当 0( , )x U x 时，有

( )
2
B

g x B ， ( ) ( ) ( )
2
B

g x g x B B B g x B

即
1 2
( )g x B

，
1
( )g x
在 0( , )U x 内有界。

设
1
( )

M
g x

，对于正数
B
M

，当 0( , )x U x 时，有

( )
B

g x B
M

，从而
( )1 1

( ) ( )
g x B BM

g x B B g x B M

再由（ 2）可知，
0 0

( ) 1
lim lim ( )

( ) ( )x x x x

f x A
f x

g x g x B

定理 2 （复合运算法则）设函数 ( )g x ，当 0x x 时的极限存在且等于 0 ，又

0
lim ( )
x x

f A ， 则 复 合 函 数 [ ( ) ]f g x ， 当 0x x 时 的 极 限 也 存 在 ， 且

0 0
lim [ ( )] lim ( )
x x

f g x f A。

证明：因为
0

lim ( )f A，所以

0 ， 0，使得当 0( )U 时，恒有 ( )f A

又由于
0

0l i m ( )
x x

g x ，故对于上式的 0， 1 0

使得当 0 1( , )x U x 时，恒有 0( )g x

设在 0x 的的心领域 0 0( , )U x 内， 0( )g x ，取 0 1min{ , } ，则当 0( , )x U x 时

恒有 00 ，即 0( , )U ，从而有 [ ( )]f g x A

0 0
lim [ ( )] lim ( )
x x

f g x A g 。

定理表明：求
0

lim [ ( )]
x x

f g x 可通过变量代换求 ( )g x ，化为求
0

lim ( )f 的极限问题。
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例 1 求
1

lim(3 2)
x

x 。

解：原式
1 1

lim(3 ) lim2 1
x x

x

例 2 求
2

3 22

1
lim

2 2x

x x
x x x

解：原式

2

2
3 2

2

lim( 1) 3
lim( 2 2) 4

x

x

x x

x x x

一般地对于多项式 1
0 1( ) n n

nP x a x a x a ，则
0

0lim ( ) ( )
x x

P x P x 。

有理函数： ( )( ) ( )
P xF x Q x

有
0

0
0

0

( )
lim ( ) ( )

( )x x

P x
F x F x

Q x

如果
0

lim ( ) 0
x x

Q x ，则不能用法则。

例 3 求
2

21

3 2
lim

3 4x

x x
x x

解：当 1x 时，分子、分母的极限为零，不能用运算法则，对这类极限通常是将函数

式作适当变形，消去分子、分母中趋于零的因式后，再用运算法则。

原式
1 1

( 1)( 2) 2 1
lim lim

( 1)( 4) 4 5x x

x x x
x x x

例 4 求
3

22

8lim
3 2x

x
x x

解：（略）

以上两例中的极限式称为
0
0
型的未定式。

例 5 求
3 2

3 2
2 1

lim
3 2 8x

x x x
x x

解：当 x 时，分子、分母的极限都是 ，不可用运算法则，以
3x 除分子、分母就

可以了。

原式
2 3

3

1 1 1
2 2

lim
2 8 33

x
x x x

x x

。

例 6 求 lim ( 1 1)
x

x x x

解：（略）

例 7 求 32

1 12
lim

2 8x x x



21 

解：原式
2

3 22 2

2 8 4 1
lim lim

8 2 4 2x x

x x x
x x x

。

此例中的极限式称为 型未定式，可化为
0
0
型未定式。

例 8 求
2 2 3

2
lim x x

x
e

解：由极限的复合运算法则，设 2 2 3x x

2

2 2
lim lim( 2 3) 3
x x

x x
2 2 3 3

2 3
lim limx x

x
e e e

关于数列，也有类似的极限运算法则。

定理 3 设 lim nn
x A， lim nn

y B，则

1） lim( )n nn
x y A B

2） lim( )n nn
x y AB

3） lim n

n
n

x A
y B

( 0 )B

例 9 求 1
lim

2n

n n
n n

。

解：

( 1 )( 1 )( 2 )
lim

( 2 )( 1 )( 2 )

2 1
lim

22( 1 )

n

n

n n n n n n
n n n n n n

n n
n n

原式

。

极限的运算法则提供了求极限的方法， 但前提是极限存在， 而且需要利用一些已知极限

的结果。

极限存在的两个准则：

准则 I（夹逼原理）如果数列 { }nx 、 { }ny 及 { }nz 满足下列条件：

1）          ( 1,2,3 )n n ny x z n

2） lim nn
y a ， lim nn

z a

那么数列 { }nx 的极限存在，且 lim nn
x a 。

证明：因为 lim n
n

y a ， lim n
n

z a，由数列极限的定义有

0 ， 1N N ，当 1n N 时，有 ny a

当 2n N 时，有 nz a ，取 1 2max{ , }N N N ，则当 n N 时，有
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ny a ， nz a 同时成立。又 n n ny x z，

当 n N 时，有 n n na y x z a ，即 nx a 。

于是 lim nn
x a。

上述准则对函数也成立。

准则 I’（夹逼原理）如果

1）当 0( , )x U x r 时，有 ( ) ( ) ( )g x f x h x 成立

2）
0

lim ( )
x x

g x A，
0

lim ( )
x x

h x A

那么：
0

lim ( )
x x

f x 存在，且等于 A。

准则Ⅱ （单调有界准则）单调增加（减少）有上（下）界的数列必定收敛。

单调增加数列 { }nx ： 1 2 3 1n nx x x x x

单调减少数列 { }nx ： 1 2 3 1n nx x x x x

单调增加、单调减少的数列统称为单调数列。

我们知道：收敛数列一定有界，但有界数列不一定收敛。

准则Ⅱ表明：如果数列不仅有界，而且是单调的， 则数列的极限存在， 也就是说数列一

定收敛。

例 10 计算下列极限

1）
1

lim(1 2 3 )
n n n

n
2） 2 2 2

1 1 1
lim

( 1) ( )n n n n n

解： 1）因

1
1 1 2(1 2 3 ) 3 1

3 3

n n n
n n n

而
1 2

1 1 3
3 3

n n

有

1
1 11 2

3 1 3 1 3 3
3 3

n n n
n n

又
1

l i m ( 3 1 ) 3n

n
，

1

lim3 3 3n

n

由夹逼原理
1

l i m ( 1 2 3 ) 3n n n

n
。

2）因
2 2 2 2 2 3 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
4 ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 1 ) ( )

1 1 1 1

n
n n n n n n n n

n
n n n n
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而 2
1l i m 0

4n

n
n

， 2
1lim 0

n

n
n

2 2 2
1 1 1

lim 0
( 1) ( )n n n n n

。

例 11 证明数列 1 2 12, 2 2 , , 2n nx x x x 收敛，并求其极限。

证明：先证明其单调性（数学归纳法）

当 1n 时，有 2 12 2 2x x ，

设当 n k 时，有 1 2k k kx x x ，

则 12 2k kx x ，

即当 1n k 时，有 2 1k kx x 。

所以，对一切自然数 n， 1n nx x ，故数列是单调增加的，再证其有界（数学归纳法）

当 1n 时， 1 2 2x ，设 2kx ， 则 1 2 2 2 2k kx x 。

所以，对一切自然数 n，都有 2nx ，故数列有上界 2。

根据单调有界准则， lim n
n

x 存在。

设 lim nn
x a，由 1 2n nx x ，

2
1 2n nx x

当 n 时，两边求极限得 2 2a a

解之得： 2a ， 1a 显然 0nx ， a不能为负。 lim 2nn
x 。

思考题：

1）求

1

10

2 1
lim

2 1

x

x
x

2）
2

lim
!

n

n n

小结：直接用运算法则和准则求极限一般较容易， 难点在于对函数式的变形， 为了达到

好的学习效果， 务必要有针对性地做适量的练习， 通过练习归纳、 总结行之有效的方法，熟

练法则、准则的运用。

第五讲 两个重要极限

教学目的和要求： 深刻理解两个重要极限的意义， 能熟练运用两个重要极限的结果， 求



24 

解与之相关的极限问题。

知识点： 两个重要极限。

重点： 两个重要极限。

难点： e
x

x

x
)11(lim 的证明。

教学方式： 多媒体、讲授。

教学思路： 通过两个重要极限的证明， 加深对它们的理解。 在与之相关的例题与练习之

中，进一步熟练运算法则、准则的运用，解题力争做到简洁、明了。

教学过程：

一、 1sinlim
0 x

x
x

证明：设
2

0 x ，作单位圆，由图可知：

AOB 的面积 <扇形 AOB 面积 < AOD 的面积

所以：
1 1 1

sin tan
2 2 2

x x x。即： sin tanx x x，除 xsin 就有
xx

x
cos

1
sin

1

或 1
sin

cos
x

x
x 。以 x代

x
x

xx
sin

,cos, 都不变， 上述不等式在 （ 0,
2

）内的一切 x也

是成立的。

从而有：
2

)
2

(2
2

sin2cos1sin10
2

22 xxxx
x

x

由夹逼原理得： 0)sin1(lim
0 x

x
x

因而由上面的证明还可知 0)c o s1(lim
0

x
x

，即 1c o slim
0

x
x

。

由此结果，可得：圆周上任一弦与其对应弧的长度之比当弧长超于 0 时的极限为 1 

事实上，弧 AB x 弦
2

sin2
x

AB 。

0 0 0

2 s i n s i n
2 2lim lim lim 1

2

AB x x

x x
AB

xxAB
。

例 1 求
x

x
x

tan
lim

0
。

解：原式 =
0 0 0

sin 1 sin 1
lim( ) lim lim 1

cos cosx x x

x x
x x x x

例 2 求 20

cos1
lim

x
x

x

解：原式 =

2

02

2

0

2

2
sin

2
1

lim2
sin2

lim
x

x

x

x

xx
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2
2

0

1 sin 1lim
2 2

x
令

例 3 求
1lim arcsin

x
x

x

解：原式

1
arcsin

0 0

1lim lim 1sinsin

t
x

t t

t
tt

t

令

。

例 4 求
x

x
x

1
sinlim

解：原式

1

0

sin
lim 1x

令

例 5 求

2

cos
lim

2 x

x
x

解：原式
2

0

sinlim 1
t x

t

t
t

令

例 6 求 2lim , cos cos cos   (0 )
2 2 2 2

n n nx
x x

解：因

n

nn

nx

2
s i n

2
s i n

2
c o s

2
c o s

2
c o s 2

=

n
n

n

nn

2
sin2

sin

2
sin2

2
sin

2
cos

2
cos

2
cos 112

。

不随 n变化，且
2

0 0
2

lim nn
。

sin
lim lim

2 sin
2

nn n n
n

x =
sin

2
sin

2lim
sin

2
sin

2sin
lim

n

n

n

n

n

n
。

例 7 求

2

2

1

sin
lim

x
x

x
。

解：原式
))((
)sin(

lim
2

xx
x

x 2
)sin(

limlim
2

x
x

x xx
。
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例 8 求
0

sec coslim
x

x x
x

。

解：原式 0
cos

sin
lim

cos
cos1

lim 2

2

0

2

0 x
x

x
x

xx
x

xx
。

例 9 求 20

coscos
lim

x
xx

x
。

解：原式

2 2

20

2(sin sin )
2 2lim

x

x x

x
。

2
2

2
sin

2
lim

2

2
sin

2
lim

22

2

2

0

22

2

0 x

x

x xx

或先将 xx coscos 化积，再变形。

此类极限问题关键是要将极限式化为
)(

)(sin
lim

0)( xf
xf

xf
的形式，再用 1sin

lim
0 x

x
x

的结果。

二、 e
x

x

x
)

1
1(lim

0

先考虑 x取正整数趋于 的情形， 设
n

n n
x )11( ，可以证明 nx 是单调增加， 并且

有上界。由二项公式，有

2 3
1 1 ( 1) 1 ( 1)( 2) 1(1 ) 1

2! 3!
( 1)( 2) ( 1) 1

!
1 1 1 1 2 1 1 2 11 1 (1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )
2! 3! !

n
n

n

n n n n nx n
n n n n

n n n n n
n n

n
n n n n n n n

)
1

1()
1

2
1)(

1
2

1(
)!1(

1
)

1
1

1()
1

2
1)(

1
1

1(
n!
1

)
1

2
1)(

1
1

1(
!3

1
)

1
1

1(
!2

1
11

)
1

1
1( 1

1

n
n

nnnn
n

nn

nnn

n
x n

n

比较 nx 与 1nx 的展开式，每一项均为正数，除前两项外， nx 的每一项都小于 1nx 的对

应项，且 1nx 还多一项，于是 1nn xx ，即数列 nx 是单调增加的。



27 

又

3
2
13

2
11

2
11

1
2
1

2
1

2
111

!
1

!3
1

!2
111

112 n

n

n

n n
x

这说明数列 nx 有上界，根据单调有界准则， nn
xlim 存在，设极限为 e，从而得：

e
n

n

n
)11(lim

e为无理数， nx 的每一项是有理数，而极限是无理数。

再考虑 x为实数的情形：

先证
1

l i m ( 1 )x

x
e

x

设 ][ xn ，则 1nxn ，从而有

1)
1

1()
1

1()
1

1
1( nxn

nxn
当 x 时， n ，并且

e

n

n
n

n

n

n

n
)

1
11(

)
1

11(
lim)

1
11(lim

1

e
nnn

n

n

n

n
)

1
1()

1
1(lim)

1
1(lim 1

由夹逼原理可得： e
x

x

x
)

1
1(lim 。

再证
1lim (1 ) x

x
e

x
，令 xt ，当 x 时， t ，从而有

t

t

t

t

x

x t
t

tx
)

1
(lim)

1
1(lim)

1
1(lim

ee
tt

t

t
1)

1
1

1()
1

1
1(lim 1

所以： e
x

x

x
)

1
1(lim 。

利用极限的复合运算：

11

0

1
lim(1 ) lim(1 )

t
x tx

x t
x e

t

令
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例 10 求 x

x x
)11(lim 。

解：令 xt ，则当 x 时， t ，于是

原式
e

t
t tt

t

t

1

)
1

1(

1lim)11(lim 。

例 11 求
x

x x
x

)
32
12

(lim 。

解：
32

4
1

32
12

xx
x

，

令
32

41
xt

，则
2
32tx ，当 x 时， t

原式 = 2
32

)
1

1(lim
t

t t
= 22

32

)11()11(lim e
tt

t

t
。

例12 求
2

1
2

0
)21(lim x

x
x 。

解：原式 = 2

2

2
1

2

0

2

)21(lim ex x
x

例 13 求
x

e x

x

1
lim

0
。

解：令 )1ln(,1 txte x

当 0x 时， 0t ， 1

)1ln(lim

1
)1ln(

lim 1

0

0
t

t

t

t
t

t原式

例 14 求
tan 2

4

lim(tan ) x

x
x

解：原式 = 2
2 tan

1 tan

4

lim 1 (tan 1)
x
x

x
x

=
1 2 tan

tan 1 tan 1

4

lim 1 (tan 1)
x

x x

x
x

= 1e （因

4

2 tanlim 1
tan 1x

x
x

）
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此类极限问题关键是将极限式化成

( )

( )

1
lim 1

( )

f x

f x f x
或 )(

1

0)(
)(1lim xf

xf
xf 的形式，

再用
x

x x
)11(lim 的结果。

小结：两个重要极限在实践中有很重要的应用， 它们的证明应用了夹逼原理和单调有界

准则，证明的方法非常简练， 值得借鉴， 对两个重要极限的认识不能仅仅停留在它们的结果

上。

第六讲 函数的连续性

教学目的和要求： 深刻理解函数连续性的概念， 熟悉间断点的分类、 连续函数的运算及

性质。

知识点： 函数连续的定义， 间断点的定义及分类， 连续函数的运算及闭区间上连续函数

的性质。

重点： 函数连续的概念，间断点及其分类。

难点： 间断点及其分类。

教学方式： 多媒体、讲授。

教学思路： 结合极限的定义， 深刻、透彻地讲解函数连续的定义，利用分段函数解释函

数的间断点及其分类，通过函数的图形直观地解释连续函数的性质。

一、连续函数的概念

定义 1 设有函数 0: ( )f U x R R，若

)()(lim 0
0

xfxf
xx

则称函数 f 在 x0处连续。

用 语言表达： 0, 0，使得当 0( )x U x 时，恒有 )()( 0xfxf

则称函数 f 在 x0处连续。

注意：在此定义中要求函数 f 在 x0处有定义，与极限定义不同。该函数 )(xfy 在 x0

的某邻域内有定义， 当自变量从 x0变到 x时，对应的函数值从 f(x0)变到 f(x)，称 0xxx

为自变量的增量， )()()()( 000 xfxxfxfxfy 为函数的增量。

定义 1’ 设函数 0: ( )f U x R R，若

0lim
0

y
xx
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则称函数 f 在 0x 处连续。

此定义表明当自变量在某点的增量充分接近于零， 对应的函数的增量可以任意接近于零，

则函数就在该点连续。

类似于左极限、右极限，还可以定义函数在 x0处的左连续、右连续，若

0 0
0lim ( ) ( )  lim ( ) ( )

x x x x
f x f x f x f x

则称 f 在 x0处左连续（右连续） ，不难证明：

函数 f 在 x0处连续 f在 x0处既左连续又右连续。

若 f 在开区间（ a,b）内每一点连续，则称它在开区间（ a,b）内连续；若 f 在（ a,b）内
连续，并且在左端点右连续，在右端点左连续，则称它在闭区间 [a,b]上连续，半开半闭区间
上的连续性可类似定义，若 f 在定义区间 I 上连续，则称它是该区间上的连续函数。

连续函数的图形是一条连续而不间断的曲线。

如： 12)(,)( 2 xxfxxf 。

例 1 证明 xy sin 在 ),( 内连续。

证明：任取 ),(0x ，由和差化积公式

0 0 0
0 0sin sin 2cos sin 2 sin

2 2 2
x x x x x x

x x x x

所以，对于任给 0，取 ，当 0xx 时

00sinsin xxxx

于是
0

0lim sin sin
x x

x x 。即 xsin 在 x0处连续，由 x0的任意性可知 xsin 是 ),( 上

的连续函数。

类似地，可以证明 xy cos 也是 ),( 上的连续函数。

例 2 证明 )1,0( aaay x 在 ),( 上连续。

证明：先证 )1(1lim
0

aa x

x
；

对于 0，为使 11 xx aa ，只要 )1(log ax ，取 )1(log a ，

则当 x0 时，就有 1xa 即 1lim
0

x

x
a 。

再证 )1(1lim
0

aa x

x
；

由于 0x 等价于 0x ，所以
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11limlim
00 xx

x

x a
a

故 )1(1limlimlim
000

aaaa x

x

x

x

x

x

类似可证明 )10(1l i m
0

aa x

x

),(0x ，因
00 0 0 0 0 0

0 0 0 0
lim lim lim lim

x x tx x x x x x x xx t

x x x x x x t
a a a a a a a a

令

因此 xa 是 ),( 上的连续函数。

例 3 证明
112

1
)(

2

xx

xx
xf 在 1x 处连续。

证明：因 1lim)(lim 2

11
xxf

xx
， 1)12(lim)(lim

11
xxf

xx
。

所以 )1(1)(lim
1

fxf
x

，故 )(xf 在 1x 处连续。

二、函数的间断点及其分类

由定义、函数 f在 x0处连续当且仅当满足下列三个条件：

1） )( xf 在 0x 处有定义。

2） )(lim
0

xf
xx

存在，即 )(lim
0

xf
xx

与 )(lim
0

xf
xx

存在且相等。

3） )()(lim 0
0

xfxf
xx

如果其中有一个条件不满足，即 f 有下列三种情形之一：

1） )( xf 在 x0处无定义。

2） )( xf 虽在 x0处有定义，但 )(lim
0

xf
xx

不存在。

3） )( xf 虽在 x0处有定义，且 )(lim
0

xf
xx

存在，但 )()(lim 0
0

xfxf
xx

，则 )( xf 在 0x 处

不连续。

使函数 )( xf 不连续的点 x0称为 )( xf 的间断点。

函数 )( xf 的间断点分为两类： 一类是左、右极限都存在的间断点， 称为第一类间断点，

其余的称为第二类间断点。

例 4 设
2
4

)(
2

x
x

xf ，问 2x 是否是间断点？第几类？

解：显然 )( xf 在 2x 处没有定义， 2x 是间断点，而
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4
2
4

lim)(lim
2

22 x
x

xf
xx

2x 是第一类间断点。

补充定义： 4)2(f ，则函数 )(xf 在 2x 处就连续了。

例 5 设

2
2

2
2

2
sin

)(

x

x

xx

xf 问
2

x 是否为间断点？第几类？

解：因 1sinlim)(lim
22

xxf
xx

， 12
lim)(lim

22

x
xf

xx
而 ( ) 2

2
f

2
),

2
(1)(lim

2

xfxf
x

是第一类间断点。

补充定义： 1)
2

(f ，则函数 )( xf 在
2

x 处就连续了。

以上两例中的间断点称为可去间断点， 其特点是： 函数在该点处的左、 右极限存在且相

等，但函数在该点无定义或者虽有定义但极限值与该点的函数值不相等。 重新定义函数在该

点的值，可以使之成为连续点。

例 6 设
01
0

)(
2

xx
xx

xf 问 0x 是否为间断点，第几类？

解：因 1)1(lim)(lim
00

xxf
xx

， 0lim)(lim 2

00
xxf

xx

左、右极限存在，但不相等，所以 0x 是第一类间断点。

左、右极限存在但不相等的间断点称为跳跃间断点。

可去间断点和跳跃间断点都是第一类间断点。

例 7 xxf tan)( ，问
2

x 是否为间断点，第几类？

解：因 )( xf 在
2

x 处无定义，且 x
x

tanlim
2

，所以
2

x 是第二类间断点，也称

无穷间断点。

例 8 
x

xf
1

sin)( ，在 0x 处没有定义，且
xx

1
sinlim

0
不存在，且当 0x 时，函数

值在 1 与 1 之间变动无限多次。称此类间断点为振荡间断点（图见教材 P43）。

无穷间断点与振荡间断点属于第二类间断点。

三、连续函数的运算及初等函数的连续性

由连续的定义及极限的运算法则可得连续函数的下列性质：
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定理 1 设函数 0, : ( )f g U x R R在 0x 处连续，则：

1） )()( xgxf

2） )()( xgxf

3） )(/)( xgxf （ 0)( 0xg ）

都在 0x 处连续。

定理 2 设 )(xgfy 是由 )(fy 与 ( )g x 复合而成的函数， 若 g 在 0x 处连续，

f 在对应的 )( 00 xg 处连续，则 )(xgf 也在 0x 处连续。

证明：因为 )()(lim 0
0

xgxg
xx

，令 )( xg ，即 0
0

lim
xx

所以：
0 0

( )
0 0lim ( ) lim ( ) ( ) ( )

g x

x x
f g x f f f g x

说明复合函数 )(xgf 在 0x 处连续。

此定理表明： )lim()()(lim
00

0 xfxfxf
xxxx

)(lim)()(lim
00

0 xgfxgfxgf
xxxx

也就是说，在求连续函数的极限时，极限符号与函数符号可以交换次序。

定理 3 设 Rbaf ],[: 是单调增加 （或单调减少） 的连续函数， 则其反函数
1f 在对

应的区间 ],[),(| baxxfyyI y 上单调增加（或单调减少）且连续。

由 xx cos,sin 在 ),( 上的连续性， 可知 tan ,cot ,sec ,cscx x x x在其定义域内连续。

由于 xy sin 在
2

,
2

上单调增加且连续，则 arcsiny x在[ 1，1]上也是单调增

加且连续， ,, 反三角函数 arcsin ,arccos ,arctan , cotx x x arc x在它们的定义域内都是连

续的。由于 )1,0( aaa x
在 ),( 内是单调连续的，则 log ( 0, 1)a x a a 在 ),0(

内单调且连续。 幂函数 )(ln Rex x 可以看成是连续函数 ty e 与 lnt x 的复合函

数，所以它在 ),0( 上连续。

综上所述得： 基本初等函数在其定义域内都连续。 由初等函数的定义及基本初等函数的

连续性，可得：

定理 4 所有初等函数在其定义区间内都是连续的， 定义区间是包含在定义域内的区间。
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如 ： 1si n2 xy 定 义 域 是 离 散 的 点 集 zkk ,
2

不 是 区 间 ， 那 么

1sin2 xy 是不能谈连续的。

初等函数的连续性提供了求极限的一种方法。

例 9 求
x
x

x

11lim
2

0

解：原式 = 0
)11(

lim
)11(

)11)(11(lim
202

22

0 x

x

xx

xx
xx

例 10 求
0

log (1 )
lim a

x

x
x

解：原式 = x
xa

x
ax

xx
1

0

1

0
)1(limlog)1(loglim =

a
ea ln

1
log

例 11 求
x

a x

x

1
lim

0

解：令 ta x 1 ，则 )1(log tx a ， 0x 时， 0t

于是原式 = a
t

t

a
t

ln
)1(log

lim
0

。

四、闭区间上连续函数的性质

定理 5 设 f 在 [a,b]上连续，则 f 在[a,b]上有界。

定义 2 对于在区间 I 上有定义的函数 )( xf ，如果有 Ix0 ，使得对于任一 Ix 都有

))()()(()( 00 xfxfxfxf 或

则称 )( 0xf 是函数 )( xf 在区间 I 上的最大值（最小值） 。

定理 6 （最大值和最小值定理）在闭区间 [a,b]上连续的函数一定能取得它的最大值和

最小值，即至少存在两点 , [ , ]a b ，使得

( ) ( ) ( )f f x f ],[ bax

图：见教材 P45图 2-8 

注意：此定理中，函数 f的定义域必须是闭区间， 并且是连续的， 否则结论不一定成立。

举例说明之。

定理 7（零点定理） 设函数 f在 [a,b]上连续，若 0)()( bfaf ，则至少存在一点
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( , )a b ，使 ( ) 0f 。

几何意义： 如果闭区间上的连续曲线弧段的两个端点位于 x轴的不同侧， 那么这段曲线

弧与 x轴至少有一个交点。图：见教材 P46图 2-10。

定理 8（介值定理） 设 f 在 [a,b]上连续， )()( bfaf ，则对于 )( af 与 )(bf 之间的

任意数 c，至少存在一点 ( , )a b ，使得 ( )f c。

证 明 ： 设 cxfxF )()( ， 则 )( xF 在 [ a,b] 上 连 续 ， 且 cafaF )()( ，

cbfbF )()( ， 0)()( bFaF 。

由零点定理，至少存在一点 ( , )a b ，使 ( ) 0F ，即 ( )f c。

几何意义： 闭区间上的连续曲线弧 )(xfy 与水平直线 cy 至少相交于一点。 图：见

教材 P46图 2-11。
推论： 设 f在 [a,b]上连续，则 f能取得介于它的最大值 M 与最小值 m 之间的任一值。

例 12 证明方程 014 23 xx 在区间（ 0， 1）内至少有一根。

证明：设 14)( 23 xxxf ，显然 )( xf 在 [0，1]上连续。

又 02)1(,01)0( ff ，由零点定理，至少有一点 (0,1)，使 ( ) 0f

即： 3 24 1 0

此等式说明 014 23 xx 在（ 0， 1）上至少有一个根 。

例 13 设 )(xf 在 [a,b]上连续，且 bbfaaf )(,)( ，证明在（a,b）内至少有一点 ，

使 ( )f 。

证明：令 ,)()( xxfxF 则 )( xF 在 [a,b]上连续

且 0)()(,0)()( bbfbFaafaF ，由介值定理，至少有一点 ( , )a b ，使

( ) 0f ，即 ( )f 。

小结：函数的连续性描述函数的一种连绵不断变化的状态， 即自变量的微小变动只会引

起函数值的微小变动的情况， 其图形是一条连续不间断的曲线。 连续函数的性质可在其图形

上得到直观的表现。
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第七讲 无穷小与无穷大、无穷小的比较

教学目的和要求： 深刻理解无穷小、 无穷大的概念以及它们之间的关系， 熟练运用无穷

小的运算性质。熟悉无穷小的比较。

知识点： 无穷小、无穷大的定义，无穷小的运算，无穷小与无穷大的关系，无穷小的比

较。

重点： 无穷小的运算性质，无穷小与无穷大的关系，无穷小的比较。

难点： 等价无穷小的利用

教学方式： 多媒体、讲授。

教学思路： 通过具体的实例理解无穷小、 无穷大的概念， 无穷小与无穷大是函数在变化

过程两种比较特别的变化趋势，要加强对“趋势”二字的解释。

教学过程：

一、无穷小与无穷大

定 义 1（ 无 穷 小 ） 当 )(0 xxx 时， 以 零 为 极 限 的 函 数 )( x 称为 当

)(0 xxx 时的无穷小量，简称无穷小。

注意：无穷小是一个变量， 是在某个变化过程中绝对值越来越小的一个变量， 不能把绝

对值很小的常数当作无穷小，常数中只有零是无穷小。

如：当 0x 时， xxxx 2),1ln(,sin,2
等都是无穷小量；当 x 时，

1
1

,
1

xx
等都

是无穷小量，可结合函数的图形加以讲解。

无穷小与函数极限的关系：

定理 1 Axf
xx

)(lim
0

的充分必要条件是 )()( xAxf ，其中 )(x 是当 0xx 时

的无穷小。

证明：必要性： 设 Axf
xx

)(lim
0

，则 0)(lim
0

Axf
xx

令 ( ) ( )x f x A，则 ( )x 是当 0x x 时的无穷小，

并且 )()( xAxf

充分性：设 )()( xAxf ， )( x 是当 0xx 时的无穷小。

则 AxAxAxf
xxxxxx

)(l i m)(l i m)(l i m
000

。

此定理对于 x 时的情形同样成立。

由极限的运算法则，可得到无穷小的运算性质。

定理 2 对于自变量相同变化趋势下的无穷小，有如下性质：

1）有限个无穷小的和是无穷小。

2）有限个无穷小的乘积是无穷小。
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定理 3 有界函数与无穷小的乘积是无穷小。

证明：设函数 在 0x 的某一去心邻域 0( , )U x 内有界， 即 0M ，使当 0( , )x U x

时，恒有 Mx)( ，又设 )( x 是当 0x x 时的无穷小，从而， 0( , )x U x

( ) ( ) ( )x x M x

即 )()()()( xMxxxM

由于 0)(lim
0

x
xx

，所以 0)()(lim
0

xx
xx

即 ( ) ( )x x 是当 0x x 时的无穷小。

类似证明， 若 )( x 是当 x 时的无穷小， )( x 在 x 时有界，则 ( ) ( )x x 是

当 x 时的无穷小。

推论 常数与无穷小的乘积是无穷小。

例 1 求
x

x
x

1
sinlim 2

0
。

解：当 0x 时，
2x 是无穷小，

x
1

sin 为有界函数，故
x

x
1

sin2 是无穷小。

于是 0
1

s i nlim 2

0 x
x

x
。

例 2 求
x

x
x

sinlim

解：因 0
1

lim
xx

，
x
1
是当 x 时的无穷小，而 1sin x ，由定理 3可知

sin
lim 0
x

x
x

注意：此例与第一个重要极限 1
sin

lim
x

x
x

的区别。

例 3 求
x
x

x

x sin

1
sin

lim

2

0

解：原式 =
x

x
x

x
xx sin
lim

1
sinlim

00

因 0lim
0

x
x

， 11
sin

x
， 1

sin
lim

0 x
x

x
，从而 原式 =0。

定义 2（无穷大）设 f： 0( )U x R是一函数，若
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)(lim
0

xf
xx

则称函数 )( xf 是当 0xx 时的无穷大量，简称无穷大。

若 )(lim
0

xf
xx

（或 )(lim
0

xf
xx

），则称 )( xf 为当 0xx 时的正无穷大（负无

穷大），类似还可以定义当 x 时的无穷大及正（负）无穷大。

注意：无穷大量是变量， 是在某个变化过程中绝对值越来越大的变量。 绝对值很大的数

不是无穷大， 两个无穷大的代数和不一定是无穷大， 如：当 2x 时，
2
1

8
12

2
1

3xx
，

无穷大与有界函数的乘积也不一定是无穷大，如当 x 时， xx sin 等。

在几何上，若 )(lim
0

xf
xx

，则称直线 0xx 是曲线 )( xfy 的铅直渐近线；若

Axf
x

)(lim ，则称直线 Ay 是曲线 )(xfy 的水平渐近线。

无穷小与无穷大之间的关系：

定理 4 若 )(xf 是无穷小，且 0)( xf ，则
)(

1
xf
是无穷大；若 )(xf 是无穷大，则

)(
1
xf
是无穷小。

例 4 求
xx e
xsin

lim

解：当 x 时， xe ， 0
1

xe
，而 1sin x 。

0
sin

lim xx e
x

例 5 求
x

x
x

1
sinlim

解：当 x 时， 01
x

，于是，原式 = 1sinlim1
1

1sin
lim

0 t
t

x
t

x

x
tx

令 。

定理 5 1）有限个无穷大量的乘积是无穷大， 2）无穷大与有界量之和是无穷大。

二、无穷小的比较

两个无穷小的商的极限会有不同的结果，例如，当 0x 时，
x

xxxx
1

sin,sin,,3 2 都是

无穷小。

但
x

x
x

x
x

x
x

x
x

xxxx

1sin
lim,1sinlim,0lim,33lim

00

2

00
不存在， 20

3
lim

x
x

x

不同的结果，反映了不同的无穷小趋近于零的速度各不相同。
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定义 3 设 )(),( xx 是在同一自变量的变化过程中的无穷小，而
)(
)(

lim
x
x
也是在这

个变化过程中的极限，且 0)( x 。

1）若 0
)(
)(

lim
x
x

，则称 )( x 是 )( x 的高阶无穷小， 或 )(x 是 )( x 的低阶无穷小，

用小 o 记作 ( ) ( ( ))x o x 。

2）若 C
x
x
)(
)(

lim ，C 是一个非零常数，则称 )(x 与 )( x 是同阶无穷小，记作

( ) ( ( ))x O x ，特别地， C=1 时，称 )( x 与 )(x 是等价无穷小。记作 )(~)( xx 。

3）若 C
x
x

k
)]([
)(

lim ，C 是一个非零常数， k>0，则称 )(x 是关于 )( x 的 k 阶无穷

小。

例 6 当 0x 时，比较下列无穷小的阶。

1） xxxx )(,sin)( 2） 2

2
1)(,cos1)( xxxx

3） ( ) arcsin , ( )x x x x 4） ( ) ln(1 ), ( )x x x x

解： 2）由于 1

2

2
sin

lim

2
1

2
sin2

lim

2
1
cos1

lim
)(
)(

lim

2

02

2

0200 x

x

x

x

x

x
x
x

nnnn

所以，当 0x 时， xcos1 与 2

2
1

x 是等价无穷小，即 2

2
1

~cos1 xx 类似可得（ 1）、

（3）、（4）：当 0x 时， xx ~sin ， xx ~arcsin ， xx ~)1ln( 。

例 7 设 xxxxf 5sin3sin2sin)( ，
nAxxg )( ，求 A，n使当 0x 时， )(xf

与 )(xg 是等价无穷小。

解：因
2

( ) s i n s i n 5 s i n 3 2 s i n 3 c o s 2 2 s i n 3

2sin3 (1 cos2 ) 4sin sin3

f x x x x x x x

x x x x

而 123sinsin4lim 3

2

0 x
xx

x
，所以取 12A ， 3n ，

312)( xxg
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当 0x 时， 1
12

3sinsin4lim
)(
)(lim 3

2

00 x
xx

xg
xf

xx

故当 0x 时， )(~)( xgxf

例 8 证明当 0x 时， xe x ~1

证明：令 tex 1 ，则 )1ln( tx ，当 0x 时， 0t

于是 1
)1l n (

1lim
)1ln(

lim1lim 1000
t

tt

x

x

t
t

t
x

e

当 0x 时， xex ~1

例 9 证明当 0x 时，
1

1 1 ~n x x
n

证明：因为 1
1)1()1(

lim1
11

lim
2100 n nn nx

n

x xxx

nx

x
n

x

∴ 当 0x 时，
11 1 ~n x x
n

定理 6 )( x 与 )( x 是等价无穷小的充分必要条件是： ( ) ( ) ( ( ))x x o x

因此 ( ) ( ) ( ( )x x o x。

证明：必要性： 设 )(~)( xx 则

01
)(
)(lim1

)(
)(lim

)(
)()(lim

x
x

x
x

x
xx

因此 ( ) ( ) ( ( ))x x o x

即： ( ) ( ) ( ( ))x x o x

充分性： 设 ( ) ( ) ( ( ))x x o x 则

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))
lim lim lim 1 1

( ) ( ) ( )
x x o x o x
x x x

因此 )(~)( xx

定理 7 设 )(~)( xx ， )(~)( xx 且
)(
)(

lim
x
x
存在，则

)(
)(

lim
x
x
也存在，且
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)(
)(

lim
x
x

=
)(
)(

lim
x
x
。

证明
)(
)(

l i m
x
x

=
)()()(
)()()(lim

xxx
xxx

=
)(
)(

lim
x
x
·

)(
)(

lim
x
x
·

)(
)(

lim
x
x

=
)(
)(

lim
x
x

此定理称为等价无穷小的替换定理。

例 10 求
2

0

1 2 1lim
arcsin arcsin

2 3
x

x
x x

解：因为当 0x 时， 222 2
2
1

~121 xxx

所以
2 2

0 0

1 2 1lim lim 6
arcsin arcsin

2 3 2 3
x x

x x
x x x x

例 11 求
0

1 1 1
lim

sin tanx x x x

解：因为当 0x 时，
2

2
1~cos1 xx ，

2~sin xxx

故 原式 =
2
12

1

lim
sin
cos1lim 2

2

00 x

x

xx
x

xx

例 12 求
1

ln(1 1)lim
arcsin(2 1)x

x
x

解：因为当 1x 时， 01x

ln(1 1) ~ 1        arcsin(2 1) ~ 2 1x x x x

故 原式 =
2
1

12
1lim

1 x
x

x

注意：等价替换只能对分子分母中的无穷小因子进行，而

3 30 0

tan sin
lim lim
x x

x x x x
x x

小结：无穷小，无穷大都是变量， 是自变量的某个变化过程中， 函数值的两种变化趋势，
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对他们的认识一定要有动态的眼光。

第八讲 习题课

教学目的与要求： 加强对本部分内容全局性的认识， 加深对基本概念的认识和理解， 进

一步熟练极限的运算，间断点的判别。

知识点 ：函数，极限，连续

重点： 极限，连续

难点： 极限的运算

教学方式： 多媒体，讲授，课堂练习

教学思路： 用框图对本部分内容作一概述， 使学生对内容的条理更加明确， 列举一些综

合性较强的例题，加强极限的运算，间断点的判别，以及对函数连续性的认识。

教学过程：

一、知识网络图

二、举例

例 1 设
0

0
)(

2

xe

xx
xf

x
， xx ln)(

1）求 )]([ xf 及其定义域；

2）可以复合成形如 )]([ xf 的函数吗？

解：1）因 )( x 的定义域是（ ,0 ），值域是（ , ），而 )(xf 的定义域是（ , ），

)( x 的值域在 )( xf 的定义域内，故 [ ( )]f x 有意义，因而

2

( )

( )       ( ) 0
[ ( )]

( ) 0 x

x x
f x

e x

即

2l n 1
[ ( ) ]

            0 1 
x x

f x
x x

。

从上式看出 [ ( )]f x 的定义域是（ ,0 ）。

2）由于 ( )f x 的值域是 ( ,0] ， ( )x 的定义域是 (0, ) ，它们无公共部分，不能复

合成形如 [ ( )]f x 的函数。

例 2 试证函数 xxxf sin)( 没有周期。
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证明：反证法 设 )( xf 的周期为 T，由 )()( xfTxf 有

xxTxTx sin)sin(

即 xTxT s i n)s i n ( Rx 。

取 0x ，得 0sin TT ，从而 0T 矛盾。

例 3 设 )(
2
1

xtf
x

y 且 5
2

2

1 t
t

y x 求 )( xf 。

解：由已知，有 )1(
2
1

5
2

2

tft
t

， 即

2 2( 1) 2 10 ( 1) 9f t t t t

9)( 2xxf

例 4 ：判定函数
x
x

e
e

xf x

x

1
1

ln
1
1

)( 的奇偶性。

解：
1 1 (1 ) 1( ) ln ln ( )
1 1 1 1

x x

x x
e x e xf x f x
e x e x

， )(xf 是偶函数。

例 5 求 n

nn

n 3
)2(332lim 。

解：原式 = 2])
3
2

(32[lim n

n
。

例 6 求 )1
1()

3
1

1)(
2
1

1(lim 222 nn
。

解： 因为 nK
K

K
K

K
K

K
K

2,1,11111 2

2

2 。

2 2 2 2
1 1 1 1

        (1 )(1 ) (1 )(1 )
2 3 ( 1)

1 3 2 4 3 2 1 1 1
2 2 3 3 4 1 1 2

n n

n n n n n
n n n n n

所以

。

故 原式 =
2
1

2
1

lim
n

n
n

。

例 7 设
0

0
10

1
1,1

x
x

xx ,,
n

n
n

x
x

x
1

11 试证： nn
xlim 存在，并求此极限值。
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解：由已知 )2,1,0(1 nxn 且 0
2
1

01 xx 即 xx1

设 1nn xx 则

1
1 1

(1 ) (1 ) 0
1 1 1 (1 )(1 1)

n n n n
n n

n n n n

x x x x
x x

x x x x

所以 }{ nx 是单调增加的，又

2
11

12
11

1
1

nn

n
n

xx
x

x

从而 }{ nx 有上界，根据单调有界准则， nn
xlim 存在。令 axnn

lim ，则有

a
a

a
1

1 即 012 aa

解得：
2

51
a ，而 0a ，

2
51

lim n
n

x 。

思考题： 设 01 ax ，且 )2,1(,1 naxx nn ，证明 nn
xlim 存在，并求此极限。

提示：用归纳法证明 }{ nx 单调减少，且有下界。

例 8： 求
1coscos2
1cos2cos8

lim 2

2

3
xx
xx

x

解：原式 = 2
1cos
1cos4lim

)1cos2)(1(cos
)1cos2)(1cos4(lim

33
x
x

xx
xx

xx
，

例 9 求
x

x
x sin

cos1lim

2
2

2
sin

1
2
2lim

2
cos

2
sin2

2
cos2

lim
sin

1
2

cos21
lim：

2

x

xx

x

x

x

x

xx
原式解

例 10 求
xx

xx

x ee
ee

lim
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解：原式 =
1
1

lim 2

2

x

x

x e
e

当 x 时，原式 =
2

2
1lim 1
1

x

xx

e
e

。

当 x 时，原式 =
2

2
1lim 1
1

x

xx

e
e

xx

xx

x ee
ee

lim 不存在。

例11 求
2

1

0
)(coslim x

x
x

2 2

2

2 02 2

1 1
2

0 0

2sin sin 21 2 2lim [ ] 1
2sin 2 ( )2 2 2 2

0

lim(1 cos 1) lim(1 2sin )
2

lim(1 2sin )
2

x

x x

x x

x x

x xx

x

x
x

x
e e

解 :原式

例 12 求 )0(lnln
lim 0

0

0

0

x
xx

xx
xx

0

0

0 0 0

10

00 0

00 0 0 0
0

0

ln ln(1 )
1 1

lim lim lim ln(1 )
x x

x

x x x x x x

x x x
x xx x

x xx x x x xx
x

解 : 原式

例 13 求 40

)2cos1cos(1
lim

x
x

x

解：当 0x 时，
2

~cos1
2xx ，所以

2)2cos1(
2
1~]2cos1cos[1 xx

2
2
2

4

lim
2

)2cos1(lim

2

4

2

04

2

0 x

x

x
x

xx
原式 。

思考题： 求 20

5cos3cos
lim

x
xx

x
。
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例 14 
0

1 1limarccos
sinx

x
x

求

解：当 0x 时， xx
2
1~11

原式 =
32

1
arccos

sin2
limarccos

sin
11

limarccos
00 x

x
x

x
xx

。

例 15. 讨论函数
x

x
xf

tan
)( 的连续性，并判断间断点的类型。

解：显然 )(xf 的间断点为
2

nxx （ 21,,0n ）及 nx ， )( xf 在（ ，

）内其余的点都连续。而当
2

nx 时， xtan

2 2

lim ( ) lim 0
tanx n x n

x
f x

x
当 0x 时， 0tan x

0 0 0

coslim ( ) lim lim 1sintanx x x

x xf x xx
x

故
2

nx ， 0x 是第一类（可去）间断点。

当 nx （ 2,1n ）时， 0tan x

lim ( ) lim
tanx n x n

xf x
x

故 nx 是第二类（无穷）间断点。

例 16．讨论函数 1

1
1

( ) 1
1                      1

x
x

x
f x e

x

的连续性。

解：当 0x 时，
10 0

1
lim ( ) lim

1
x

xx x
f x

e

10 0

1
lim ( ) lim

1
x

xx x
f x

e

0x 是 )( xf 的第二类（无穷）间断点。

当 1x 时，
11 1

1
lim ( ) lim 1

1
x

xx x
f x

e

11 1

1
lim ( ) lim 0

1
x

xx x
f x

e
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1x 是 )(xf 的第一类（跳跃）间断点。

于是 )( xf 在（ ， 0） （ 0，1） （1， ）上是连续的。

例 17．讨论函数
nn

nn

n xx
xx

xf
2

lim)( 的连续性，并判断间断点的类型。

解，若 0x ，
2 2

2

2

1       0 1
1( ) lim   0       1
1

1

n

nn

x
xf x x
x

x x

当 1x 时， 1)(lim
1

xf
x

， 1)(lim
1

xf
x

当 0x 时， 1)(lim
0

xf
x

当 1x 时， 1)(lim
1

xf
x

， 1)(lim
1

xf
x

1x ，0 是 )( xf 的第一类间断点， 其中 0x 是可去间断点， 1x 是跳跃间断

点。

)(xf 在（ ， 1），（ 1，0），（0，1），（ 1， ）上连续。

思考题： 求
23

ln
)( 2 xx

x
xf 的间断点，并指出类型。

提示： 1)(lim
1

xf
x

， )(lim
0

xf
x

， )(lim
2

xf
x

。

小结：函数是研究变量间的关系， 而极限是讨论变量的变化趋势， 连续是讨论变量的变

化状态，对这些概念的认识一定要用动态的方法，要有大局观。

第三章 导数与微分

第一讲 导数的概念

教学目的与要求：

1、掌握导数的定义，导数的极限表示的各种形式，导数的几何意义、物理意义。

2、知道可导与连续间的关系。
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3、熟记 8 个简单初等函数的求导公式，并会应用。

知识点：导数的定义，导数的物理、几何意义，导数与连续的关系， 8个初等函数的求

导公式。

重点： 导数的定义，及它的几种极限表示式

难点： 分段函数的可导问题

教学方式： 讲授为主

教学思路： 从引例出发引出导数概念，明确指出导数的几种极限形式，左、右导数的表

示式，以加深对导数的概念的理解。 例题以加深导数定义的题目为主， 求导例题等为辅，导

数应用题为辅。

教学过程：

一、导数的定义

引例 1：直线运动的速度

一汽车一天行车 8 小时，走了 240 公里，平均每小时走 30 公里，但这仅是平均速度， 8

小时期间，有时速度超过 30公里，但有时会小于 30 公里。

我们现在关心瞬时速度。

设物体作变速直线运动，已知位移随时间变化规律为 S=S（ t），当时间从 t0→ t0+Δ t，物

体在Δ t时间内所经过的距离为：

)()( 00 tSttSS

但这段时间里平均速度为：

t
tSttS

t
s

V
)()( 00

但当Δt 很小时， t0时刻的瞬时速度应有：

t
s

tV )( 0

且Δ t越小近似程度越好，于是规定

t
tSttS

t
s

tV
tt

)()(
limlim)( 00

000

引例 2： 平面曲线的切线的斜率

设 C 是一条连续的平面曲线 y=f(x) （如图）如何定义曲线在 M(x 0,y0)处的切线，其斜率
为多少？

设想在曲线 C上任取一点 N(x0+Δ x，f(x0+Δx))作割线 MN，当 Δx→ 0时，点 N 沿曲线

C趋向 M，割线 MN 在转动， 绕点是 M 点，它的根限位置在 MT，定义 MT 为曲线 C在点 M

处的切线，因此当 Δx→0 割线 MN 的斜率 k 趋向于切线 MT 的斜率 k，因此

0 0

0 0 0

( ) ( )tan lim tan lim lim
x x x

y f x x f xk
x x

以上两个引例显然属于两个不同的领域， 一个是物理问题， 一个是数学问题， 但解决问

题的数学型式却一样， 都是用函数的改变量除以自变量的改变量在自变量的改变量趋于零过

程中的极限值来表示，抽象成数学概念。

定义 1：设函数 f(x)在 x0的某邻域 U(x0)内有定义，在邻域内自变量 x0有增量 Δx，相应
地函数有增量 Δy=f(x0+Δx) f(x0)，若
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x
xfxxf

x
y

xx

)()(limlim 00

00
（ 1）

存在，则称函数 f( x)在 x0 可导，并称此极限为 f(x)在 x0处的导数，记作 )( 0xf ，
0

( )
x x

df x
dx

，

否则极限不存在， 则称 f在 x0不可导，若为 ，则称 f在 x0处导数为无穷大， 记作 )( 0xf 。

关于定义：

1°若 f(x)在 x0处可导，即差商极限式（ 1）极限存在，故可导的充要条件是差商式左、
右极限存在且相等，于是定义

x
xfxxfxf

x

)()(lim)( 00

0
0

x
xfxxf

xf
x

)()(
lim)( 00

0
0

分别称为 f(x)在 x0处的左、右导数，因此就有：

“ f(x)在 x0可导 f(x)在 x0的左、右导数存在，且 )()( 00 xfxf ”

2°导数的几种极限表式：设 f(x)在 x0的邻域 U (x0)有定义，可导的定义有：

x
xfxxf

xf
x

)()(
lim)( 00

00 （1）

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx
xfxf

xf
xx

（2）

特别当 0 0x

x
fxf

f
x

)0()(
lim)0(

0
或

x
fxf

f
x

)0()(
lim)0(

0
（3）

3°y=f(x)在区间 I 上每一点都可导，此时 x I 都有 )( xf 存在，这样 )( xf Ix 为

I 上的新函数，叫 f(x)的导函数，且
0

)()( 0 xxxfxf

二、几个求导公式

（1） 0)(C （C 为常数）

（2）
1)( nn nxx ),( xNn

（3） ( ) ln ( 0, 1, )x xa a a a a x

（4） xx ee )(

（5） 1(log ) ( 0, 1,0 )
lna x a a x

x a

（6）
x

x
1

)(ln
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（7） (sin ) cosx x

（8） (cos ) sinx x

证：（1） 00
lim

)()(
lim)(

00 xx
xfxxf

C
xx

（2）
1 1

1

0 0

( ) ( )( ) lim lim
n n n n

n nn

x x

x x x C x x xx nx
x x

ln

0 0 0

0

1 1
(3)  ( ) lim lim lim

ln
lim ln

x x x x x a
x x x

x x x

x x

x

a a a e
a a a

x x x
x a

a a a
x

当 a=e有（ 4）

0 0

0

log (1 )log ( ) log(5)  (log ) lim lim

1 log 1
lim log (1 )

ln

a
a a

a x x

x e
x

ax

x
x x x xx

x x
x a
x x x x a

当 a=e
x

x
1

)(ln

0 0

0

2cos( )sinsin( ) sin 2 2(7)  (sin ) lim lim

sin
2lim cos( ) cos

2
2

x x

x

x xxx x x
x

x x
x

xx xx

类似 xx sin)(cos

例 1 研究函数 xxf )( 在 x=0 处的可导性。

解： 1lim
0

lim
)0()(

lim)0(
000 x

x
x

x

x
fxf

f
xxx

1lim)0()(lim)0(
00 x

x
x

fxff
xx

所以 )()( 00 xfxf ，故 f(x)在 x=0 不可导。（但 f(x)在 x=0 处连续）。

例 2．研究函数 3)( xxf 在 x=0 处的可导性。
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解：因为

1
23
3

0 0 0

( ) (0) 0lim lim lim
x x x

f x f x x
x x

所以 )0(f

从 f(x)的图象看 3)( xxf 在点（ 0，0）处有切线 x=0，因此 f(x)在某点 x0处 0( )f x

存在一定对应 f(x)在 x0的切线，但 f(x)在 x0有切线，但在 x0未必可导。

例 3  设函数 y=f (x)， ),0(x ，在 x=1 处可导，且 f(xy)=f(x)+f(y)，

证明： 函数在 ),0( 内处处可导，并求 )( xf 。

证：由 )()()( yfxfxyf ， 令 x=y=1, )1(2)1( ff 即 0)1(f 且

)()()1()()()]1([)()(
x
x

xfxf
x
x

fxfxf
x
x

xfxfxxf

所以

x
f

x
x
x

f
x
xf

x
x
xf

x
xfxxfxf

xxx

1)1(

1)1()1(
lim

)1(
lim)()(lim)(

000

例 4 设 f( x)可导，且满足条件 1
2

)1()1(lim
0 x

xff
x

，则曲线 y=f(x)在点（1,f (1)），

处的切线的斜率为（ ）

（A） 2 （B） 1 （C）
2
1

（D） 2 

解：选择 D，因为：

0 0 0

(1 ) (1) (1 ) (1) (1) (1 )
(1) lim lim lim 2 1 2 2

2x x x

f x f f x f f f x
f

x x x
通过此例学生可进一步重视导数的极限表示式，并熟悉此表示式。

三、导数的几何意义与实际意义

从引例 2 知曲线 y=f(x)在 (x0,f (x0))处的切线的斜率应为 tan)( xf （其中 是切线与

x轴正向的夹角） 。

（ 1）当
2
，切线为 x=0 

（ 2）当
2
，切线： ))(( 000 xxxfyy

法线： )(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy
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例 5 求等边双曲线
x

y 1
在点（ 2,

2
1

）处的切线的斜率，并写出在该点处的切线和法线

方程。

解： 41

2
12

2
11

x
x x

yk

所以切线： )
2
1

(42 xy ， 即 044 yx

法线： )
2
1

(
4
1

2 xy 或 01582 yx

一般来说
dx
dy
表示函数 y关于 x的变化快慢。

例 6 细棒的线密度 ( ) [0, ]m f x x l ，在 x0处的线密度
dx
dm
。

例 7 生物群的增长率 N=N(t)为在 t 时刻的个数，当 t=t0，增长率为

0

)(
ttdt

tdN

例8 经济学中的边际成本。设 C=C(x)表某公司生产 x个某种产品的总成本，

0

( )
x x

dC
C x

dx
称为边际成本。

四、导数与连续的关系

定理 1： 设函数 f(x)在 x0处可导，则 f(x)在 x0处连续。

证明： 由导数定义知 )(l i m 00
xf

x
y

x

从而 0( ) ( )
y

f x x
x

故 0( ) ( )y f x x x x

或 0( ) ( )y f x o x

所以 0lim
0

y
x

故 f(x)在 x0可导则在 x0处连续。

思考题：

1

1
3
2

)(
2

3

xx

xx
xf设 则 f(x)在 x=1 处（ ）

（A）左、右导数都存在 （B）左导数存在，右导数不存在

（C）左导数不存在，右导数存在 （D）左、右导数均存在
（答案： B）
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第二讲 求导法则

教学目的与要求：

1、熟练掌握函数的和、差、积、商的求导法则

2、熟练掌握复合函数的求导法则

3、掌握反函数的求导法则

4、通过学习基本初等函数的求导公式及以上法则，对初等函数的求导熟练掌握。

知识点： 和、差、积、商的求导法则，复函数的求导法则，反函数的求导法则，并由此

推出 16个基本初等函数的求导公式，从而对初等函数顺利求导。

重点： 复合函数的求导

难点： 复合函数的求导

教学方式： 讲练结合

教学思路：

1、突破难点从分析函数结构开始，通过复合函数求导公式，总结出朗朗上口的求复合

函数导数的打油诗， 并运用于实际， 以便顺利地学会对复合函数的导数计算，提醒学生，切

忌丢项。

2、讲练结合，课前有题启发，课后有题小结，从各方面调动学生学习积极性，学会这

应用整个始终的导数求法。

教学过程：

一、课前题复习导数概念

例 1 讨论函数

00

0
3
1sin

)(
x

xx
xf 在 x=0 处的连续性与可导性。

解： （ 1）连续性 01
s i nl i m

0 x
x

x
（无穷小·有界函数）

（ 2）可导性：
0 0 0

1sin 0( ) (0) 1lim lim limsin
x x x

xf x f x
x x x

不存在

所以 f(x)在 x=0 处连续，但不可导。

例 2 设

1

1
)(

2

xbax

xx
xf ，为使 f(x)在 x=1 处可导，应如何选择 a,b？

解：f(x)在 x=1 处可导连续， 则有 2

1
(1 0) (1) (1 0), (1 0) lim (1) 1

x
f f f f x f

1
(1 0) lim( )

x
f ax b a b ，所 a+b=1 

又 f(x)在 x=1 处可导，从而有 )1()1( ff
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2

1 1 1

( ) (1) 1
(1) lim lim lim( 1) 2

1 1x x x

f x f x
f x

x x

1 1 1

( ) (1) 1
(1) lim lim lim

1 1 1x x x

f x f ax b ax a
f a

x x x
故 a=2 b=－1 

二、函数的和、差、积、商的导数

定理 1：（导数的四则运算法则）设 u(x),v(x)在区间 I 上可导，则：

（ 1）函数 vu 在 x处可导，且 vuvu )(

（ 2）函数 uv也在 x处可导，且 vuvuuv )(
特别地 uccu )(

（ 3）当 0v ，函数
v
u
在 x可导，且

2

u u v uv
v v

证明：（1）设 y=u(x)+v(x) 

vuxvxuxxvxxuy )()()()(

vu
x
v

x
u

x
vu

x
yy

xxx
)(limlimlim

000

即 vuvu )(
类似可证 vuvu )(
（ 2）令 )()( xvxuy 则 )()()()( xvxuxxvxxuy

由 ( ) ( ) ( )u x x u x u u x x u u得

由 ( ) ( ) ( )v x x v x v v x x v v得

故 )(lim
))((

limlim
000 x

u
u

x
u

v
x
v

u
x

uvvvuu
x
y

y
xxx

由 vu , 存在，而 u在点 x可导必连续，故 0x 时 0u ，因此 vuvuy

（3）令
v
u

vv
uu

xv
xu

xxv
xxu

y
xv
xu

y
)(
)(

)(
)(

)(
)( 则

0 0 0

20

( ) ( )
l i m l i m l i m

( ) ( )

lim ( 0 , 0)
( )

x x x

x

u u u
u u v v v u u v v uv v vy

x v u v x v v v x

u v
v u u v uvx x x v

v v v v

故

时

例 3 已知 yxxy x
求ln2
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: (2 ) ( ) ln (ln )

1 1
2 ln 2 ln

2

x

x

y x x x x

x
x x

解

例 4 设 tany x y求

2

2
2 2

sin (sin ) cos sin (cos )
cos cos
cos cos sin ( sin ) 1 sec

cos cos

x x x x xy
x x
x x x x x

x x

解 :

例 5 设 yxy 求sec

解：
2 2

1 (cos ) sin
(sec ) sec tan  ( )

cos cos cos
x x

x x x x k x Z
x x x

例 6 设 y
x

x
y 求

tan1
sec

2

2

2

(sec ) (1 tan ) sec (1 tan ):
(1 tan )

sec tan (1 tan ) sec sec
(1 tan )

x x x xy
x

x x x x x
x

解

2)tan1(
)1(tansec

x
xx

三、复合函数的求导法则

定理 2：（链式法则）设函数 )(xgu 在 x 处可导，函数 )(ufy 在相应的 u 处可导，

则复合函数 )]([ xgfy 在 x处可导，且

dx
du

du
dy

dx
dy

xguf
dx
dy

或)()(

证 ： 由 于 函数 )(ufy 在 u 处 可导 ，由 导数 定 义 )()( uuf
u
y

，其 中

0
l i m ( ) 0
u

u ，若 0u ，得 uuuufy )()(

若 0u ， )( u 无意义，于是 0)()( ufuufy

规定 0)( u ，于是仍有 uuuufy )()(

总之
x
u

u
x
u

uf
x
y

)()( 成立
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所以
x
uu

x
uuf

x
y

xxx
)(limlim)(lim

000

由于 u=g(x)在 x处可导，它在 x处连续，故当 0x ，从而 0)(lim)(lim
00

uu
ux

，

故
dx
du

du
dy

xguf
dx
dy

)()( 。

定理 2 中 u是中间变量， 函数 y对 x的导数等于 y先对中间变量求导， 再乘以中间变量关

于自变量的导数。如果函数的中间变量不只一个，此方法也可推广。如

( ) ( ) ( )y f u u v v x 则

dy dy du du du dv
dx du dx dx dv dx

而

故复合函数 { [ ( ) ] }y f x 的导数为：
dx
dv

dv
du

du
dy

dx
dy

总之对复合函数的求导，首先应分析函数的结构。首先求函数对最外的中间变量的导数，

乘以外部中间变量对里一点 ,, 最后乘以最里的中间变量关于自变量的导数， 有打油诗说得

形象：

复合函数易求导；

分析结构第一炮；

由表及里层层求；

终究破尽连环套。

例 7 设 xy tanln ，求
dx
dy

解： uy ln xu t an 为复合的复合函数 因此

2 21 1sec cot sec
sin cos

dy dy du x x x
dx du dx u x x

例 8 设
dx
dy

shxy 求

解：
2

xx ee
shx 所以

1
( ) [( ) ( ) ]

2
x xshx e e

而 ( )x u xue e e
x

所以 c h xees h x xx )(
2
1

)(

类似可证

shxchx)(

xch
thx 2

1)(

xsh
chx 2

1
)(
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例 9 设 )cos(ln xey ，求
dx
dy

解：分解函数 uy ln vu c o s xev

因此 )tan()sin(1 xxx eeev
udx

dv
dv
du

dv
du

dx
dy

简单写 )t a n ()) ) (s i n ((
)c o s (

1
)( c o s

)c o s (
1 xxxx

x
x

x eeee
e

e
edx

dy

以上这种方形成一个链式求得法则。

例 10 设 xey
1

sin 2

求
dx
dy

2 2 2

2 2

2

1 1 1
sin sin sin2

1 1
sin sin

2

1
sin

2

1 1 1
: ( ) (sin ) 2sin (sin )

1 1 1 1 1 1
2sin cos ( ) 2sin cos ( )

1 2
sin

x x x

x x

x

dy
e e e

dx x x x

e e
x x x x x x

e
x x

解

例 11 设 ( 0,y x x 为常数 )，求
dx
dy

解： xex ln
所以

1lnlnln )ln()()( nxxx x
x

exeex

例 12 求下列导数

（ 1） 3 221 xy （
22 )21(3

4

x

xy ）

（ 2） )1ln( 2xxy （
21

1

x
y ）

四、反函数的求导法则

定理 3（反函数的求导法则） 设区间 I 上单调连续函数 )( yfx 在点 y处可导，且 0)( yf

在对应点 x处可导，并且

dy
dxdx

dy
xf

xf 1
)(

1))(( 1 或

证明 从略

例 13 求下列函数的导数

（ 1） xy arcsin （
21

1

x
y ） （ )1,1(x ）
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（ 2） xy arccos （
21

1

x
y ） （ )1,1(x ）

（ 3） 2
1(arctan )

1
x

x
（ Rx ）

（ 4） 2
1

( cot )
1

arc x
x

（ Rx ）

五、初等函数的求导问题小结

1、16 个求导公式
2、函数和、差、积、商的导数
3、复合函数的求导法则
4、反函数的求导法则

思考： 设 )](ln[ 2xy ，求 y ，其中 二阶可导。

)
)(

)()()()(2,
)(

)(2( 22

2222222

2

2

x
xxxxxxy

x
xxy

n

第三讲 高阶导数 微分概念

教学目的与要求：

1、巩固和综合复合函数的求导法则；

2、学习高阶导数；

3、掌握微分的概念

知识点： 高阶导数的概念与计算，微分的概念与计算

重点： 微分的概念

难点： 微分的概念

教学方式： 讲练结合

教学思路：

（ 1）小结复合函数的导数的计算，进一步熟悉巩固这个上一堂的重点；

（ 2）微分的概念学习尽量联系其几何意义

教学过程：

一、复习复合函数的导数

1、请学生默写 16 个求导公式， 和差积商的求导法则及反函数的求导法则， 复合函数求

导法则。

2、举例
例 1 求下列各函数的导数：

（ 1）
x

xy 1sincos 22

（ 2） )arccos(cos 2xy
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（ 3） xxy )(ln

（ 4） )]
42

ln[tan(
2
1

cos2
sin

2

x
x

x
y

解答：

（ 1） 2 2 2
2

1 1 2
2 sin sin cos siny x x x

x x x

（ 2）
2

2

sin

sin2

x

xx
y

（ 3） )
ln
1)(ln(ln)(ln

x
xxy x

（ 4） x2sec

事实上

2
2

2
4

sec ( )cos cos sin 2cos ( sin ) 1 12 4 sec
2cos 2 2tan( )

2 4

x
x x x x x

y x
xx

例 2 已知 2arcsin)(,
23
23

xxf
x
x

fy ，求
0xdx

dy
。

解：令
3 2

, 0 1
3 2

x
u x u

x
当 那么

2 2
2

3 2 12arcsin arcsin
3 2 (3 2)

dy dy du xu u
dx du x x x

所以
2

3
)23(

12
arcsin

0
2

2

0 xx x
u

dx
dy

以上例题是上一堂课的内容， 介于复合函数导数的重要， 在此加以练习， 尽量让学生自己

练习的基础上教师再详细讲解，以达到巩固与提高的效果。

二、高阶导数

引入定义
dv
ds

v 故 sv

ss
dt
dv

a )( ，记作 2

2

dt
sd

定义 1 设 )( xfy 在区间 I 上可导，又 )( xfy 在 I 内可导，则 )( xf 在 I 上二阶

可导，记作 )( xf ，若 )( xf 在 I 上可导，则称 )(xf 在 I 上三阶可导， 记导数为 )(xf ，,,

若 )(1 xf n
在 I 上可导，称 )(xf 在 I 上的 n 阶可导，并记导数为 ( )nf x 。
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若 )(xfy 在 I 上的 n 阶可导，记作 )( n
n

n

y
dx

yd
或 。

二阶与二阶以上的导数叫作高阶导数， )( xf 叫做 )( xf 的 0阶可导。

例 3 证明下列函数的几阶导数公式：

（ 1） xnx ee )()(

（ 2） )
2

sin()(sin )( nxx n

（ 3） )
2

cos()(cos )( nxx n

（ 4） ( )( ) ( 1)( 2) ( 1)n nx n x 0, xR

（ 5） )1(
)1(
)!1(

)1()]1[ln( 1)( x
x
n

x n
nn

仅证（ 2）（5）其它证明留给学生。

证（ 2） )
2

s i n (c o s)( s i n xxx

)
2

2sin(sin)(sin xxx

)
2

3sin(cos)(sin xxx

)
2

4sin(sin)(sin )4( xxx

一般地， )
2

sin()(sin )( nxx n

（ 5） 1)1(
1

1
])1[ln( x

x
x

2)1)(1(])1[ln( xx

323 )1(!2)1()1)(2)(1()]1[ln( xxx
434)4( )1(!3)1()1)(3)(2)(1()]1[ln( xxx

一般地
nnn xnx )1()!1()1()]1[ln( 1)(

上例的结论在今后有许多应用。

定理 1：设函数 u，v都是 n 阶可导，则 vu ， vu ， uv也 n 阶可导，并且

)()()()( nnn vuvu

)()()()( nnn vuvu
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( ) ( ) ( 1) ( 2) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

( 1) ( 1) ( 1)
( )

2! !
n n n n n k k

n
n k n k k

n
k

n n n n n k
uv u v nu v u v u v

k

uv C n v

特别地 )()( )()( 为 常 数ccucu nn

仅证（ 3）

证明 vuvuuv)(

vuvuvuuv 2)(

vuvuvuvuuv 33)(

用数学归纳法知 )()1()()( nnnn uvvnuvuuv

例 4 设
xexy 22
求

)20(y

解：令 xeu 2
，

xeu 22 ,, xnn eu 2)( 2

2xv xv 2 2v 0nu

则 vuvuvuy )18()19()20()20(

2
1920

20

)9520(2

212
2

192022202

2220

2182192220

xxe

exexxe

x

xxx

这是一个常见的题型，希望同学们记住这一公式，掌握此解题方法。

例 5 已知
22

1
ax

y 求
)( ny

解： )11
(

2
1

axaxa
y

]1)1[(
2
1

)(
)()(

n
nn

axaxa
y

但由于
2))(1(

1
ax

ax

434 )(!3)1())(3)(2)(1()
1

( axax
ax

323 )2(!2)1())(2)(1(1 xax
ax
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1
)1(

)(
!)1()(!)1(1

n

n
nn

n

ax
naxn

ax

同理
1)(

!)1(1
n

nn

ax
n

ax

取
11

)(

)(
1

)(
1

2
!)1(

nn

n
n

axaxa
ny

三、微分概念

我们将介绍一个与导数密切相关，但又有本质区别的重要概念——微分，首先引进微分

概念。

若 )( xfy 在 x0处可导，则有公式

0( ) ( )y f x x o x ( 0 )x

故 xxf )( 0 是 y关于 x的线性主部，且 y与 xxf )( 0 仅相差关于 x的高阶无穷小。

一般用线性主部去近似 y，误差 ( )o x 是 x的高阶无穷小。

定义 2 设 )(xfy 在 0x 的某邻域 0( )U x 有定义，若存在与 x无关的常数 A，使

0 0( ) ( ) ( )f x x f x A x o x

则称 f在 0x 处可微，而 xA 叫做函数 f 在 0x 处的微分，记作 )( 0xdf ，若函数用 )(xfy 表

示则可记作 xAdy xx 0
，若 f在区间 I 的每一点可微，则称 f 在 I 上可微。

由定义可知微分是自变量的改变量 x的线性函数，当 0x 时微分与函数的改变量

y的差是一个比 x高阶无穷小量 ( )o x ，问题是如何确定 A？

定理 1 )(xfy 在 0x 可微的充分必要条件是 )( xf 在 0x 可导，且 0 0( ) ( )df x f x x。

证：必要性， 设 f 在 0x 处可微，由导数定义知

0 0( ) ( ) ( )f x x f x o x
A

x x
0x 得

Axf )( 0

故 )( xf 在 0x 处可导，且 Axf )( 0 ，此时

xxfxdf )()( 00
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充分性， 若 )( xf 在 0x 处可导，得

0( ) ( )y f x x o x
由定义 1知 f 在 x0处可微，且

xxfxdf )()( 00

关于定义 1：
（ 1） 定义 xxf )( ，令 xxxfdxxdf )()(

故 xdx ，故一般地 dxxfdy )(

（ 2）微分的几何意义
三、常见的微分公式与微分法则：

1、常数与基本初等函数的微分公式
（1）——（ 16）（板书）

2、函数和、差、积、商的微分法则（板书）

3、复合函数的微分法则（一阶微分形式不变性）
设有函数 )(ufy ，若 u 是自变量，根据定义有

duufdy )(
若 u 是另一个变量 x 的可导函数 )(xgu ，则由复合函数求导法则，复合函数

)]([ xgfy 的微分，为

dxugufdy )()(
因为 ( )du g x dx ，所以上式可写成 duufdy )( 。

这就说明无论 u是自变量还是另一个变量的可微函数的微分形式 duufdy )( 保持不变，

这一性质称为微分形式不变性。

例 6 )12sin( xy 求 dy
))12cos(2( dxxdy

例 7 
2

ln(1 )xy e 求 dy

2

2

2( )
1

x

x

xedy dx
e

例 8 利用一阶微分形式不变性求函数 xey x cos31
的导数

dx
dy

1 3 1 3

1 3 1 3

1 3

: cos cos

cos (1 3 ) ( sin )

(3cos sin )

x x

x x

x

dy de x e d x

xe d x e x dx

e x x dx

解

从而 )sincos3(31 xxe
dx
dy x

思考： 设 xxxxf 233)( ，则使
( )(0)nf 存在的最高阶数 n 为（ ）

A：0 B：1 C：2 D：３
答案： C 
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事实上
02

04
)( 3

3

xx

xx
xf 可求得

06

012
)( 2

2

xx

xx
xf

及
012
024

)(
xx
xx

xf 而

24
24

lim
)0()(

lim)0(
00 x

x
x

fxf
f

xx

0 0

( ) (0) 12
(0) lim lim 12

x x

f x f x
f

x x
即 )0(f 不存在，故只有二阶导数存在。

第四讲 隐函数的微分法，参数方程表示的函数的微分法

及本章内容小结

教学目的与要求：

1、熟练掌握隐函数的微分法

2、熟练掌握参数方程表示的函数的微分法；

3、巩固本章内容

知识点：

1、隐函数的概念及微分法

2、参数方程表示的函数概念及微分法

重点： 两种函数的微分法

难点： 两种函数的微分法

教学方式： 讲练结合

教学思路： 对两微分法自然引入，适当证明，认真示范，谆促练习。

教学过程：

一、 复习微分概念及一阶微分形式不变性，并作练习：

例 1 ：已知 3( ) cos3 (tan )
6

xf x e x ，求 0 0  ( )x xdy dy dx

例 2 已知 2)sin)(( xxxa
dx
dy

且 xxu sin ，求
du
dy

解：
dx
du

du
dy

dx
dy

，
x

xxxa
dx
du

dx
dy

du
dy

cos1
)sin)((

二、隐函数的微分法

1、隐函数的概念
)( xfy ————显函数
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但如 122 yx ，确定了 x， y 之间的函数关系，同样 0xyey
也确定了 x 与 y 的函

数关系，一般地 0),( yxF 中 x在某区间内任取一值都有满足此方程的唯一的 y 值存在，
这称 0),( yxF 在该区间上确定了一个隐函数。这就是说在一个定义区间上定义了函数

)( xfy ，使 0))(,( xfxF ，那么 )(xfy 是由 0),( yxF 所确定的隐函数。

隐函数 0),( yxF 有的可以显化， 有的不可显化。 如 022 yx ，解出 y，得
21 xy

或
21 xy 两个显函数，而 0xyey

中解出 y相当难，故不去显化。

2、隐函数的微分法
难显化与不能显化的隐函数的导数如何求？

一般 0),( yxF ，确定了 0))(,( xfxF （*）

（*）左边是一个关于 x的复合函数，可以用复合函数的求导法则，但 ( )f x 的地方是 y，故

要视 y为 )(xy ，两边求导之后，计算出
dx
dy 。

例 3 求由 0xyey
所确定的隐函数 y关于 x的导数。

解：两边对 x 求导（注意 y是 x的函数）

0yxyyey

解之得
xye

yy
dx
dy

解法 2 对 0xyey
两边求微分得

0)( ydxxdydyexyed yy

故 xy
e

y
dx
dy

例 4 求由方程 0sin
2
1

yyx 所确定的隐函数 )(xfy 的二阶导数 2

2

dx
yd
。

解： 由隐函数的微分法，得

0cos
2
1

1
dx
dy

y
dx
dy

（ *）

于是
ydx

dy
cos2
2

（ *， *）

再对（ *）两边求关于 x的导数，注意到
dx
dy 还是 x的函数；

0)sin(
2
1

cos
2
1

2

2

2

2

2

dx
dy

y
dx

yd
y

dx
yd

（ *， *， *）

将（ *， *）代入）（ *， *， *）得
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32

2

)cos2(
sin4

y
y

dx
yd

3、对数求导法

有一种函数叫幂指函数，如
)()( xfxgy ，当 )(),( xgxf 关于 x可导，

dx
dy
应存在，但如

何求解呢？

例 5 )0(sin xxy x
的导数。

解：两边取对数得 xxy lnsinln

两边求关于 x的导数：
x

x
xx

dx
dy

y
sin

lncos
1

sinsin sin
(cos ln ) (cos ln )

xdy x x
y y x x x x x

dx x x
于是

例 6 求 5
5 2 2

5

x

x
y 的导数

分析：此处 y的表示式是显函数， 可以直接求导， 但右边的式子比较麻烦， 如果先取对数，

再用隐函数的求导法，就简单许多。

解：两边取对数

)]2ln(
5
1

)5[ln(
5
1

ln 2xxy

两边求关于 x的导数

)2(5
2

5
1

5
11

2x
x

x
y

y

所以
)2(5

2
5

1

2

5
5
1

25
5 2 x

x
xx

x
y

三、参数方程表示的函数的微方法

1、关于参数方程
抛物运动的轨迹方程：

1

2
2

1
2

x v t

y v t gt

其中 v1，v2分别是抛物运动的初始水平与铅直速度。

如果对同一个 t 时， y与 x有一个对应关系，故 y是 x的函数，且由此方程决定。
一般地，参数方程

)(
)(
ty
tx

（ *）

所确定的 y与 x之间的函数， 由（ *）式确定，（*）式表示的函数就叫参数方程表示的函数。
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2、参数方程表示的函数导数

定理 1（参数方程求导法则）设函数由参数方程
)(
)(
ty
tx
所确定

（1） 若 )(tx ， )(ty 在区间 I 上可导， 0)( t ，则

)(
)(

t
t

dt
dx
dt
dy

dx
dy

（2）若 )(tx ， )(ty 二阶可导，则

2

2 3
( ) ( ) ( )

( )
d y t t t
dx t

证：（1）由于 )(),( tt 均可导，且 0)( t
dttdydttdx )()(

dt
dx

dt
dy

t
t

dtt
dtt

dx
dy

)(
)(

)(
)(

（2）将上式两边继续对 x 求导，注意到
dx
dy
是关于 x的复合函数。

2

2

2

3

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

d y d dy d t d t dt
dx dx dx dx t dt t dx

t t t t
t t

t t t t
t

例 7 已知椭圆的参数方程为：
tby
tax

sin
cos

，求椭圆在
4

t 相应的点处的切线方程。

（作图， 答案： 02abaybx ）

例 8 计算由摆线的参数方程
( sin )
(1 cos )

x a t t
y a t

所确定的函数 )( xyy 的二阶导数。

（作图，答案，

2

2 2
1cot 2 2 ,

2 (1 cos )
dy t d yt n n t n n
dx dx a t

为整数 为整数 ）

四、小结本章内容

（1）内容小结

（2）举例
例 9 求下列导数

（1）已知
2 2

2
ln(1 )
arctan

x t dy d y
dx dxy t

求 及
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（答案： 2

2

2

2

4
1

,
2
1

t
t

dx
yd

tdx
dy

）

（2） arcsin x
y e y求

（

xe

ey
x

x

)1(2
1

2
）

（3）求由方程 )ln()(2 yxyxxy 所确定的函数 )(xyy 的微分 dy。

（ dx
yx

x
dydx

yx
yx

dy
2)ln(3

)ln(2 或 ）

例 10 设
2sin[ ( )]y f x ，其中 f具有二阶导数，求 2

2

dx
yd
。

解： )](cos[)(2 22 xfxfx
dx
dy

2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 ( )cos[ ( )] 4 { ( )cos[ ( )] [ ( )] sin[ ( )]}
d y

f x f x x f x f x f x f x
dx

第四章 微分中值定理与导数应用

第一、二讲 微分中值定理

教学目的与要求：

1、掌握极值、极值点的概念

2、掌握 Fermat定理，熟练掌握以 Lagrange定理为中心的微分中值定理（包括 Rolle，

Lagrange，Cauchy 及 Taylor 定理）的条件与结论。

3、能利用微分中值定理作一些证明题，求解题等。

知识点： 极值与极值点的概念；微分中值定理与推论。

重点： 微分中值定理的认知与证明，明确定理的条件是充分条件，及定理中 的存在性

与位置的不确定性。

难点：利用微分中值定理做题，尤其是证明题。

教学方式： 讲练结合

教学思路：

1、由于此次课内容是学习大学数学以来的理论性较强的课，学生会感觉抽象，故上课

内容尽量联系实际， 如从定理的几何意义引出定理， 证明也尽量联系几何实际， 于是就有“一

个几何事实” 引定理，两个辅助函数证定理及三个定理的 “包括”关系小结定理的教学方式，
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处理前三个定理。对 Taylor 定理可以用发现法的方式讲演定理。

2、介于 的存在与不确定性在证明 Cauchy 定理时，在学生易错的地方将错就错，引发

学生思考，提高学生的主观能动性。

3、证明 Lagrange 定理时，用两方法作辅助函数，以开拓学生思路，克服对定理证明的

抽象感觉。

教学过程：

一、一个几何事实： 设有光滑弧段 AB ，连接端点 A 与 B 作 AB 弦，则在 AB 上至少

存在一点 ，使得该点的切线平行于 AB弦。如图
二、函数的极值及其必要条件

1、极值定义

定义 1：设有函数 )(xfy Ix ，存在 Ix0 ，若 00, ( , )x U x I ，恒

有 )()( 0xfxf ，则称 0x 处取得极小值 )( 0xf ， 0x 为 f 的极小值点；若有 )()( 0xfxf ，

则称 0x 处取得极大值 )( 0xf ， 0x 为 f的极大值点。

如图

)( 1xf ， )( 4xf ， )( 6xf 为 )(xf 的极小值， 1x ， 4x ， 6x ,, 其极小值点；

)( 4xf ， )( 5xf ， )( 7xf 为 )(xf 的极大值， 2x ， 5x ， 7x ,, 其极大值点；

)( 3xf 不是极值。

注意：①、极小值不一定小于极大值，如 7 4( ) ( )f x f x ；

②、极值点可能是可导点，也可能是不可导点。

③、稳定点不一定是极值点，如 5x 为 )(xf 的稳定点，但不是极值点。

2、Fermat 定理

定理 1：设函数 )( xfy ， ),( bax ，在 ),(0 bax 取得极值，且 )( xf 在 0x 可导，则

0)( 0xf 。

证明：不妨设 )( xf 在 0x 处取得极大值，则存在 0， 0( , ) ( , )x U x a b 时，

有 )()( 0xfxf ，若 0 0( , )x x x 则

0
)()(

0

0

xx
xfxf
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若 0 0( , )x x x 则 0
)()(

0

0

xx
xfxf

，

而

0)()(lim)(

0
)()(

lim)(

0

0
0

0

0
0

0

0

xx
xfxfxf

xx
xfxf

xf

xx

xx
由于 )( xf 在 0x 可导

故有 )()()( 000 xfxfxf

所以 0)( 0xf
证明思路：可以从几何上引入，函数 )(xfy 在 [a，b]上每一点都可导，从而每一点都

有不垂直于 OX 轴的切线， ),(0 bax 且为极大值点，从图象上看 )( xf 在 0x 的切线平行于

x轴，从而知 0)( 0xf ，证明过程中用到左、右导数的定义，保号性定理及极限存在的第

I 充分条件。
三、微分中值定理

微分中值定理包括了

Rolle
Lagrange
Cauchy
Taylor

定理

1、Rolle 定理
“一个几何事实”中的 AB ，搁置在坐标系下，且令 AB∥ox，可以叙述成定理 2。
定理 2：设 )( xfy ， ),( bax
（1） )( xf 在 ),( ba 上连续；

（2） )( xf 在 ),( ba 内可导；

（3） )()( bfaf
则至少 ( , )  ( ) 0a b f使得 。

由题设画出示意图， 并引导学生观察， 切线平行于 AB 弦的点，或为 )( xf 的最大值点，

或为 )( xf 的最小值点。并利用 Fermat定理作出证明。

证明：由于 )( xf 在 [a，b]上连续，则一定 1 2, [ , ]x x a b

Mxf )( 1 （M 为 f 的最大值）

mxf )( 2 （m为 f的最小值）
（1）如果 M=m，又因为 )()( bfaf ，故 )( xf 在 [a，b]上为常数，故在（ a，b）内

每一点都可以作 ，且 0)(f
（2）若 M>m，又 )()( bfaf ，故 M，m 两数中至少有一个不等于 )( af ，不妨设

)(afM ，即 ),(1 bax ，又为 )( xf 的最小值点， 由 Fermat定理知 0)()( 1xff 。

推论 可导函数 )( xf 在任何两个零点之间至少有 )( xf 的一个零点。

关于定理： Rolle 定理的条件（ 1）（2）（3）虽然是充分条件，但也缺一不可。 （参照书

P93讲解），以下两个例题，以巩固对 Rolle 定理的理解。
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例 1 证明方程 )0,1(0123
在xx 内有且仅有一个实根。

证明 设 )( xf = 123 xx ， 2)1(f ， 1)0(f ， )( xf 在 [1，0]上连续，由零

点定理，在 )0,1( 内至少存在一点 使 0)(f 。

以下证明唯一性，用反证法。

若 ]0,1[, 21 xx ， 0)()( 21 xfxf ，由推论知至少 )0,1( ， 0)(f ，但

23)( 2xxf 在实数域上无根，故假设不成立。

例 2 设 )(xfy 在 [0，1]上连续， 在（0，1）内可导，并且 1)0(f ， 0)1(f ，证明，

至少存在一点 )1,0( 内，
)(

)(
f

f 。

分析：要证
)(

)(
f

f ， )1,0( 或 0)()( ff )1,0( 或即

0])([ xxf ，因此可令 )()( xxfxF 作辅助函数， 再验证 )( xF 在 [0，1]上连续，在 (0,1)

内可导且 0)1()0( FF ，由 Rolle 定理，便有证明结论。

例 3 验证 Rolle 定理对函数 xy sinln 在区间
6
5

,
6

上满足 Rolle 定理条件。

证明时注意从两个方面说明问题：

（1） xy sinln 在
6
5

,
6

上满足 Rolle 定理条件；

（2） 0
5

,
2 6 6

x ，
2

(lnsin) 0x

2、Lagrange 定理

如果将 AB 任意地搁在坐标系下 （否定有 )()( bfaf ），则可以叙述成定理的条件 （ 1），

（2），而 AB 弦的斜率为：
ab

afbf )()(

从而得出至少存在一点
ab

afbffba )()()(),( 等的结果。

叙述出定理 3。
定理 3（Lagrange 定理）设 ( ), [ , ]y f x x a b
（1） )( xf 在 [ , ]a b 上连续；
（2） )( xf 在 ),( ba 内可导；

则至少 ( ) ( )( , )   ( ) ( ) ( ) ( )( )f b f aa b f f b f a f b a
b a

或 。

证明此定理必须用辅助函数， 让辅助函数满足 Rolle 定理条件，通过 Rolle 定理的结论，

达到证明此定理的目的，我们由直观到抽象介绍两种作辅助函数的方法。
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（1）几何方法：

AB 的方程： ],[)( baxxfy

AB 弦的方程： )(
)()(

)( ax
ab

afbf
afy

注意到 AB 与 AB的端点重点，作辅助函数

],[)(
)()(

)()()( baxax
ab

afbf
afxfxF

显然 F(x)在 [a，b]上满足 Rolle 定理条件，故至少存在一点 ( , ), ( ) 0a b F使得 即有

],[)(
)()(

)( baxax
ab

afbf
f

（2）代数方法：

由结论出发欲证
( ) ( )

( ) 0
f b f a

f
b a

或即

0)()()( xx
ab

afbfxf ，因此

令 x
ab

afbfxfxF )()()()( ，验证满足 Rolle 定理条件，便可以由 Rolle 定理结论，证

明 Lagrange 定理。
关于 Lagrange 定理 : 
（1）定理的另一种形式 : 

),())(()()( baabfafbf 也称为 Lagrange 公式，由于 ],[ bax ，故

ab
a

ab
a

令10

于是 )( aba ，Lagrange 公式也可以写成

)10())](([)()( ababafafbf
（2）定理中若 b<a，考虑 )( xf 在 [b，a]上作证明同样会有 Lagrange 公式。
（3）Lagrange 定理又名有限增量定理：取 21 , xbxa ，在 21 , xx 为端点的区间上满

足 Lagrange 定理条件，于是就有结论 : 

))(()()( 1212 xxfxfxf 介于 21 , xx 之间 （ *）
再令 xa ， xxb ，在以 x， xx 为端点的区间上有

xfxfxxf )()()( ， 在 x， xx 之间（ **）

（ *）（ **）都表示了函数改变量，自变量改变量及函数导数间的关系， 因此定理又称为有

限增量定理。

以下举例

例 4 验证 Lagrange 定理对 ( ) arctan [0,1]f x x x 的正确性。

解：（1） ( ) arctan [0,1]f x x x 满足 Lagrange 定理条件（1）（2），故应存在 (0,1) ，

2
1 (1) (0)

( )
1 1 4

f f
f
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（2）事实上 0
4

1 (0,1)x 时，
0

2
1

1 4x xx
。

此处 0x 是由令
41

)0()1(
1

1
)( 2

ff
x

xf 而得，这种方法具有一般意义，此

类题许多考卷上出现过。

例 5 设 )( xfy 在 [0，1]内可导，且当 )1,0(x 时 1)(xf ，又 1)1(,0)0( ff ，

证明存在唯一一点 )1,0( ，使 )(f 。

分析：此题证明学生会想一开始就用 Lagrange 定理，当然既证不出结论，而且有两条
件用不上，于是用到零点定理，再用 Lagrange 定理。

证 明 ： 令 xxfxF )()( ， 在 [0 ， 1] 上 连 续 ， 在 （ 0 ， 1 ） 内 可 导 ， 又

01)1()1(,0)0()0( fFfF ，由零点定理知至少存在一点 (0,1) ，使 0)(F
或有 )(f 。

再证明唯一性，设有 (0,1) ( )f使得 （ 不妨设 ），则在以 ， 为

端点的区间上有，

( ) ( )
1 ( )         ( , )

f f
f

与 1)( xf 矛盾，因仅存在唯一的 (0,1) ， )(f 。

例 6 证明当 x>0 时， xx
x

)1ln(
1

1

分析：此处用 Lagrange 定理证明不等式， 而且 Lagrange 定理做题首先要考虑一个函数 )( xf
和考虑的区间，而一般从题设和证明的结论出发，因此此处的

),0()1ln()( xxxxf ，于是有：

证明：设 )1ln()( xxf ， )( xf 在[0，x]上满足 Lagrange 条件因而至少 (0, )x
),0()0)(()0()( xxffxf

具体为 xx
1

1
)1l n (

又 10 ，故 x
x

x 11
1

从而有 )0()1l n (
1

xxx
x

x
当

证明不等式是一元微分学中的一难点，常用的方法是用微分中值定理及以后学习的单

调性，此题起到一个示范作用。

3、Cauchy 定理
（1）“一个几何事实”中，如果 AB 用参数方程的形式：

)(
)(

xfY
xgX

],[ bax

我们一起描述条件与结论，条件为：

1） ( ) , ( )f x g x 在 [a，b]上连续；
2） ( ) , ( )f x g x 在（ a，b）内可导；
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3） 0)( xg

而结论中因为
)(
)(

xg
xf

dX
dY

，而 AB 弦的斜率为
)()(
)()(

agbg
afbf
，因此就有 Cauchy 定理 结

论：至少存在一点 ( , )a b ，使得
)(
)(

)()(
)()(

g
f

agbg
afbf

成立，板书 Cauchy 定理。

（2）引导大家作出辅助函数利用 Rolle 定理证明定理：
（a）几何法

由于 AB ： )( xfY

( ) ( )
: ( ) [ ( ) ( )]

( ) ( )
f b f a

AB Y f a g x g a
g b g a

故作 )]()([
)()(
)()(

)()()( agxg
agbg
afbf

afxfxF

（b）代数法，从结论出发：作 )()]()([)()]()([)( xfagbgxgafbfxF 。

让学生自己证明此一定理。

（3）提问 ( ) , ( )f x g x 在区间 [ a，b]上均满足 Lagrange 中值定理条件，于是有，至少存

在一点 ( , )a b 使得

)(
)()(

f
ab

afbf
（ *）

)(
)()(

g
ab

agbg
（ **）

由于有 0)( xg 故可以（ *）式两边除以（ **）式两边，即得证 Cauchy 定理，此法对

吗？为什么？

回答因为 不一定相同的原因为否定的， 这个问题相对基础好的班会有学生能做出正确

回答，教师应好好讲解，以使大家明确： 的存在性，但位置不确定的。

以上定理 1、定理 2 及定理 3 的关系。

Cauchy定理中令 ( ) Lagrange ( ) ( )Rolleg x x f b f a定理 定理，因此：

４、Ｔ ay lor 定理

在上一章如果 0)( xxxf 在 处可微，则可以有 ydy 或即 ))(()()( 000 xxxfxfxf

上式表示在 0x 附近，用一次多项式 1 0 0 0( ) ( ) ( )( )P x f x f x x x 来逼近 )( xf ，这种逼近

形式简单运算方便， 但也存在精度不高， 不能估计误差等不足。 其原因从几何上看是曲线 )(xfy

在点 0x 附近是其切线来逼似， 设想如果改用曲线来近似表示精度一定能增高， 在曲线中比较简单

的是关于 0xx 的高次多项式， 因此就用在 0x 附近用 0xx 的高次多项式表示 )( xf ，不妨设此多

项式为：
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n
n

n
n xxaxxaxxaaxP )()()()( 002010

然而：

（1） )(xPn 中待定的系数 naaa ,, 10 是什么？与 )( xf 有什么关系？

（2） )( xf 与 )(xPn 之间的误差是多少？

（3） )( xf 满足什么条件？

Taylor 定理回答了这些问题。

定理 4（ Talylor 定理）设 )(xfy Ix 具有 n+1 阶导数， Ix0 ，则对任何 Ix ，

在 x与 x0之间至少存在一点 ，使

( ) ( 1)
2 10

0 0 0 0 0 0
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2! ! ( 1)!

n n
n nf x f x ff x f x f x x x x x x x x x

n n

简记

( ) ( 1)
10

0 0
0

( ) ( )( ) ( ) ( )
! ( 1)!

k nn
k n

k

f x ff x x x x x
k n

证明：令
n

n

n xx
n

xfxxxfxxxfxfxP )(
!

)())(
2

)())(()()( 0
0

)(
2

0
0

000

)()()( xPxfxR nn 其中只需证明
1

0

)1(

)(
)!1(
)()( n

n

n xx
n

fxR 在 0x 与 x 之间。

令
1

0)()( nxxxg ，则有 0)()()( 0
)(

00 xgxgxg n

)!1()( 0
)1( nxg n

又

0)()()( 0
)(

00 xRxRxR
n

nnn ， )()(
)1()1( xfxR nn

对 )(xRn 与 )( xg 在 0x 与 x为端点的区间上应用 Cauchy 定理得

0 1

0 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

n n n nR x R x R x R
g x g x g x g

（ 1 在 0x 与 x之间）

对函数 )(xRn 与 )(xg 在以 0x 与 1 为端点的区间上应用 Cauchy定理得：

2
2

2

01

01

1

1

)(
)(

)()(
)()(

)(
)(

g
R

xgg
xRR

g
R nnn

在 0x 与 1 之间 ,, n+1次以后得

)!1(
)(

)(
)(

)()(
)()(

)(
)( )1(

)1(

)1(

0
)()(

0
)()(

n
f

g
R

xgg
xRR

xg
xR n

n

n

n
n

n

n
n

n
n
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从而
1

0

)1(

)(
)!1(

)()( n
n

n xx
n

fxR （ 介于 0x 与 x之间）

定理得证。

关于 Taylor 定理：

（1）Taylor 公式中令 0n 变成 Lagrange公式，因此 Taylor 公式是 Lagrange 定理的推
广。

（2）Taylor 公式余项类比 Lagrange公式有另一种形式

))1,0(()(
)!1(

)]([
)( 1

0
00

)1(
n

n

n xx
n

xxxf
xR

（3）Taylor 定理中，若用 )(xRn 去逼近 )( xf ，若 )( xf 在 I 上可导，且 0,M x I使

( 1) ( )nf x M ，那么

( 1)
1 10 0

0 0
[ ( )]

( )
( 1)! ( 1)!

n
n n

n
f x x x M

R x x x x x
n n

从而 0
)(
)(

lim
00

n
n

xx xx
xR

由 此 可 见 ， 误 差 在 当 0xx 时 比
nxx )( 0 高 阶 无 穷 小 ， 于 是

( )
20 0

0 0 0 0 0 0
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [( ) ]
2! !

n
n n nf x f x

f x f x f x x x x x x x o x x
n

又若 I 为有限区间（ a，b）则

)0(0)(
)!1(

)( 1 nab
n
M

xR n
n

这表明只要 )()1( xf n
在有限区间上有界，用 n 次多项式 )(xPn 逼近 )( xf ，绝对误差

)( xRn 随 n的增大可变得很小，从而可适当取 n 使计算达到要求的任何精度。

（4）取 00x ，Taylor 公式可写成

( ) ( 1)
2 1

( ) ( 1)
1

0

(0) (0) ( )( ) (0) (0)   (0 1)
2! ! ( 1)!

(0) ( )
  (0 1)

! ( 1)!

n n
n n

k nn
k n

k

f f f xf x f f x x x
n n

f f x
x x

k n
—— Maclaurin 公式

以上我们讨论与证明了微分中值定理， 它包括了 4个定理， 之所以， 统称为微分中值定
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理，我想是它们中的 既有存在性也有位置不确定性，且 一定是属于所考虑的区间之中。

以下作 Taylor 定理的应用举例。

例 7 求
xexf )( 的 Maclaurin 公式

解：
xn exfxfxf )()()( )(
所以

1)0()0()0( )(nfff
由 Maclaurin 公式得

2 11 11   (0 1)
2! ! ( 1)!

x
x n nee x x x x

n n

例 8 求 xxf sin)( 的 Maclaurin 公式

解：因为
2

sin)()( n
xxf n

所以

0)0(,1)0(),0()0(,1)0(,0)0( )4(fffff
从而

2 1
3 5 1 2 1 2 1

sin[ (2 1)]1 1 2sin ( 1) ( 1)
3! 5! (2 1)! (2 1)!

                                                            (0 1)

m
m m m

x mxx x x x x
m m

类似地

)10(
))!1(2(

cos)1(
)!2(

)1(
!4

1
!2

11cos )1(212
2

42 mm
m

m x
m

x
m

xxxx

2 1
3 4 1

1
1 1

ln(1 ) ( 1) ( 1)   (0 1)
2 3 4 ( 1)(1 )

n n
n n

n
x x x

x x x x
n n x

2

1

1

( 1) ( 1) ( 1)
(1 ) 1

2! !
( 1) ( )

        (0 1, 1)
( 1)! (1 )

n

n

n

n
x x x x

n
n x

x
n x

通过此例题练习，让学生学会如何将函数变成 Maclaurin 公式，尤其是余项的写法，同
时这些结论在今后学习级数有重要的应用，另外为什么展的阶数如上也应与学生说明白。

例 9 求

2
2

40

coslim

x

x

x e
x

解：

2 4
5cos 1 ( )

2! 4!
x x

x o x ，

2 2 4
42 1

1 ( )
2 2! 4

x
x x

e o x
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2 4 2 4
2 5 5

2

4 40 0

5 4

4 40

1
1 ( ) 1 ( )cos 2! 4! 2 2! 4lim lim

1 ( ) ( ) 1lim[ ]
12 12

x

x x

x

x x x x
o x o xx e

x x
o x o x

x x

在学习 L Hospital 法则之前碰到这种求极限的题， 不能说不是一个难题， 但应用 Taylor

公式却比较简单地解决了，学生一定会倍感兴趣，另外题中出现
5 4( ), ( )o x o x 应好好说明

一下。

例 10 设 )(xf 在 [a，b]上二阶导数连续，且 0)()( bfaf

证明 )(m ax)(
8
1

)(m ax 2 xfabxf
bxabxa

分析：此题比较抽象不太好想， 但我仔细持想 )( xf 是区间上的可导函数， )(max xf
bxa

为

分析：此题比较抽象不太好想， 但我仔细看 )( xf 是区间上的可导函数， max ( )
a x b

f x 为

)( xf 在 [a，b]上的最大值，而题中出现 )(max xf
bxa

，因此是否用 )( xf 在最值点与端点为

端点的两个区间上用 Taylor 定理，于是
证：由于 )( xf 在 [ a， b]二阶导数连续，故 )( xf 在 [a，b]连续，必在 [a，b]取得最大值

与最小值，又 0)()( bfaf ，所以最大值一定大于零，设 cx 为最大值点，且最大值

点一定是极值点， 0)()(max)( cfxfcf
bxa

由 Taylor 公式

21 )(
!2

)(
))(()()( ca

f
cacfcfaf ),(1 ca

22 )(
!2

)(
))(()()( cb

f
cbcfcfaf ),(2 cb

因此 2
2

2
1 ))((

2
1))((

2
1)( cbfcafcf ( ( ) 0 ( ) ( )f c f a f b

而
2)( ca 与

2)( cb 至少有一个不超过

4
)(

)
2

()
2

(
2

22 abba
b

ba
a

从而 )(m a x
8

)(
)()(m ax

],[,

2

xf
ab

cfxf
baxbxa

用 Taylor 公式证明不等式是一种常用的方法，这些不等式的特点是高阶导数与函数之间的

相互控制，利用 Taylor 公式解决这类问题，关键在于选取 x与 0x ，一般区间的端点、中点
以及 )( xf 的零点是常选的点。
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第三讲 L H o s p i t法则

教学目的与要求：

1、掌握 L Hospital 法则中两个定理及其证明方法；
2、熟练掌握用 L Hospital 法则求各类未定式的极限。
知识点： L Hospital 法则；未定式分类，对各类未定式采用对应的求极限的步骤与方

法。

重点： 用 L Hospital 法则求极限
难点： 未定式的分类，并明确各类对应的利用 L Hospital 法则求极限的方法。
教学方式： 讲练结合

教学思路： L Hospital 法则求极限是一元函数的极限求解的一个重要方法，它的困难

不在于对“
0

,
0

”型的未定式的求解过程，而在于对未定式的判断与分类，并掌握对各类

未定式相应的解题技巧， 因此，讲课一定要注重这些方面。 另外应注意特殊过程上的函数的

极限的求法。

教学过程：

一、未定式

在某个极限过程中 )(),( xgxf 均以零为极限，但它们的商的极限值是否能确定呢？如

0
cos1

lim
0 x

x
x 2

1c o s1
l i m 20 x

x
x

， 20

sin
lim

x
x

x

虽然分子，分母在 0x 的过程中极限均为零，但商的极限各有不同，因此称之为未

定式，并用“
0
0
”型来表示。

当分子，分母均在同一过程中以无穷大为极限称之为“ ”型未定式。

两个函数作积在同一过程中一个以零为极限，另一个以无穷大为极限，称为“ 0 ”

型未定式。

两个函数作差，被减函数与减函数都以无穷大为极限，称为“ ”型未定式。

还有幂指函数在同一过程中，底函数与指函数均以零为极限称为“ 00 ”型未定式；在

同一极限过程中底函数以 1 为极限，指数以无穷大为极限， 称为“ 1 ”型未定式，还有“
0
”

型未定式。

我们将“
0
0
”、“ ”型未定式称作 I 型未定式，而“ 0 ”与“ ”称作为Ⅱ类

未定式，剩下的“ 00 ”、“ 1 ”及“ 0
”型未定式称为Ⅲ类未定式。

二、求解 I 型未定式
（一）定理 1 

定理 1：设函数 )(),( xgxf 在 0x 的某一去心邻域 0?( , )U x 满足

（1） 0)(lim)(lim
00

xgxf
xxxx

（2） )(),( xgxf 在 0?( , )U x 内可导，且 0)( xg
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（3）
)(
)(

lim
0 xg

xf
xx

存在（或为无穷大）

则
)(
)(

l i m
)(
)(

l i m
00 xg

xf
xg
xf

xxxx

证： )(),( xgxf 在 0x 处可能连续可能不连续， 若不连续补充定义令 0)()( 00 xgxf ，

使 )(),( xgxf 在 0x 处连续，不影响
)(
)(

lim
0 xg

xf
xx

的值

取 0?( , )x U x 则 gf , 在 ],[ 0 xx （或 ],[ 0xx ）上满足 Cauchy 定理条件，至少 一点

0 0( , )( ( , ))x x x x或 上，使得

)(
)(

)()(
)()(

)(
)(

0

0

g
f

xgxg
xfxf

xg
xf

而当 0xx 也有 0x 。

于是
)(
)(

lim
)(
)(

lim
)(
)(

lim
000 xg

xf
g
f

xg
xf

xxxxxx

关于定理：

（1）
)(
)(lim

0 xg
xf

xx
仍属“

0
0
”型，可以分段使用此 L Hospital 法则。

（2）以上的 0xx 也可以推广到 0xx ，或 0xx 以及 x 等过程。

应用举例

例 1 求极限：

00
" " 00

3 20 0 0

sin 1 cos sin 1lim lim lim
3 6 6x x x

x x x x
x x x

例2 求极限

2

20

2 3 1
lim

( 1)

x x x

x xx

e e
e e

解：由于当 0x 时 xe x ~1 所以
2 2

2 20 0

0 0
" " " "2 20 0

0 0

2 3 1 2 3 1lim lim

4 3 8 7lim lim
2 2 2

x x x x x x

xx x

x x x x

x x

e e e e
x e x

e e e e
x

原式

此处是 L Hospital 法则与等价无穷小并用，使解题更简便。

例 3 求
0

1 tan 1 sinlim
[ln(1 ) ]x

x x
x x x
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0

0 0

0 0

tan sin 1
lim

[ln(1 ) ] 1 tan 1 sin
1 sin (1 cos ) 1 1 cos

lim lim
2 cos [ln(1 ) ] 2 ln(1 )

sin sin 1lim lim (1 )
1 21

1

x

x x

x x

x x
x x x x x

x x x
x x x x x x

x x x
x

x

解 : 原式

用 L Hospital 法则解题也应与初等变换结合起来，尽量用等价无穷小等方法化简后再
用法则，也用到重要极限等，设想一下此题一开始就用 L Hospital 法则，将有多么繁，而
且结果一定能出来。看来 L Hospital 法则是一个很好的法则，但也要灵活使用，才会事半

功倍，另外连续用此法则时，用前都要验证是否是“
0
0 ”型。

例 4 设 2)()1ln(
lim 2

2

0 x
bxaxx

x
，则（ ）

A：
2
5

,1 ba ； B： 2,0 ba ；

C: 
2
5

,0 ba ; D: 2,1 ba ；

解：选 A，事实上

原极限

0
" "

0

0

1
2

1lim 2
2x

a bx
x

x
，因此当 x=0 时分母为零， 分子也必为零， 因而 a=1；

原式 =

0" " 20

0 0

11 22 (1 )1lim lim 2
2 2x x

ba bx xx
x

于是 42
)1(

1

0
2

x

b
x

或
5

1 2 4      
2

b b

此类已知极限结果， 求其中参数题， 经常出现，这种过程是一个分析与计算的过程，哪

一环簿弱就解不出来，因此讲解时慢一点，尽量讲清分析过程的思路。

以上都是讲解决“
0
0
”型未定式的方法，对于“ ”未定式也有相应的定理。

（二）定理 2 

定理 2：设 ( ), ( )f x g x 在 0x 的某去心邻域 0?( , )U x 内满足：

（1） )(lim)(lim
00

xgxf
xxxx

（2） )(),( xfxg 在 0?( , )U x 内可导，且 0)( xg

（3）
)(
)(

lim
0 xg

xf
xx

存在（或为 ）
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则
)(
)(

lim
0 xg

xf
xx )(

)(
l i m

0 xg
xf

xx

证明类似于定理 1，定理 1、定理 2 的极限过程都在 0xx ，也可以推广到 0xx ，

0xx 及 x ， x ， x 等。

例 5 求极限 )0,0(
)ln(sin
)ln(sin

lim
0

ba
bx
ax

x

解：原式 = 1lim
sin
cos

sin
coslim

00 ax
bx

b
ab

bx
bxa

ax
ax

xx

例 6 计算 )0,1(l i m a
a
x

xx

解：原式 = 0
)(ln

)1()1(lim
)(ln
)1(lim

ln
lim 22

21

xnnxxxxx a
n

a
x

aa
x

xa 较 x 更高阶无穷大（ 0, 0a ）

同样可以证明
( l n )

l i m 0 ( 0 , 0 )
x

x
x

从而 )(lnx 较 x 更低价无穷小，此两结论今后可用。

（三） L Hospital 法则要慎用

例 7 求极限

2

0

1
sin

lim
sinx

x
x

x

解：该式属于“
0
0
”型，但因

2

0 0

1 1 1
( sin ) 2 sin cos

lim lim
(sin ) cosx x

x x
x x x

x x

不存在，因而不能用 L Hospital 法则，但不能由此得出结论， 说明原极限一定不存在，

事实上经过适当组合后仍可求得其极限。

2

0 0 0 0

1
sin 1 1lim lim ( sin ) lim lim sin 1 0 0

sin sin sinx x x x

x x xx x x
x x x x x

三、用 L Hospital 法则求其它类型未定式的极限
以上我们学习了定理 1、2，能够解决求 I 类未定式的极限，而Ⅱ型和Ⅲ型未定式分别

可用通过初等变换， 如无穷大与无穷小的关系， 通分及取对数取指数等方法化成 I 型未定式
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再予以求解。

例 8 求极限
x

x
x

1
4

tanlnlim

解：此属“ 0 ”型

2

2
0

" "
0

2

1sec
14 ( )

1 1ln tan tan
4 4lim lim1 1

1 2 2lim 2
1 1 2 2sin cos

4 4

x x

x

x
x

x x

x x

x x

原式

例 9 求
2

lim(sec tan )
x

x x

解：此系 “ ”型

原式 =

0
" "
0

2 2

1 sin cos
lim lim 0

cos sinx x

x x
x x

例 8，例 9 是Ⅱ类未定式，其“ 0 ”我们可以将其中一个因式放到分母上去，利用无

穷小与无穷大的“倒数”关系化此型为“
0
0
”或“ ”未定型，而“ ” 未定型则可

用通分，有理化等先将式子化为 I 型，再用 L Hospital 法则。

例 10 求极限 x
ex

x ln1
1

)(lnlim

解：此系“ 1 ”型

令

1
1 l n( l n ) xy x 则

x
xy

ln1
lnlnln

0
" "
0

1 1
ln ln lnlimln lim lim 1

11 lnx e x e x e

x x xy
x

x

故 1ln1
1

)(lnlim ex x
ex

例 11 求极限 sin

0
lim x

x
x

解：此系“ 00 ”未定式，可以用两种方法求解。

（1） 令
xxy sin
则 xxy lnsinln
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0 0 0 0 0
2

1
ln sin 1

lim ln lim sin ln lim lim lim sin 0
coscsc cos

sin
x x x x x

x xxy x x x
xx x x
x

于是 1lim 0sin

0
ex x

x

（2）
0

2
0

1

limln cos
lim

sin sin ln 0csc sin

0 0
lim lim 1

x

x

x
x x

x x x x x

x x
x e e e e

以上（ 1）（2）分别用对数法与指数法来解，先取对数或指数，式子中便有“ 0 ”未

定式，再用初等变换， 将其化成 “
0
0 ”或“ ”，再用 L Hospital 法求极限， 用对数法时，

注意还原成原式的极限。

例 12 求 )1(lim
1
n

n
an

求解此题可以用等价无穷小等方法，但也可以用 L Hospital 法则，用此法则时注意法

则的条件，而 n 是取整且趋于 ，故是 )1(lim
1
x

x
ax 的一种特殊情况，于是有：

解：因

1
1

1 2

2

1
( ) ln1

lim ( 1) lim lim ln
1 1

x
x

x

x x x

a aa xx a a

x x

故 aan n

n
)1(lim

1

练习题：

（1）
)1)(cos1(

tansin
lim

0 xx ex
xx

（答案为 1）

（2） 20

)1ln(1
lim

x
x

xx
（答案为

2
1 ）

（3） 2

1

0
lim(cos sin ) x
x

x x x （答案为 2
1

e ）

（4）
x

x
x

1

0
arccos

2
lim （答案为

2

e ）

思考题 设函数 )(xfy 在 0xx 处有二阶导数 )( 0xf ，证明

)()()(2)(lim 02
000

0
xf

h
hxfxfnxf

h
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0 0 0 0 0 0

0 0

0 0

( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim[ ]

2 2
1 2 ( ) ( )
2

h h

f x h f x h f x h f x f x h f x
h h h

f x f x

左

第四讲 函数的单调性、极值点极值最大（小）值点，最

大（小）值

教学目的与要求：

1、利用函数的一阶导数讨论函数的单调性；

2、掌握极值点、极值的求法；
3、最大最小值的求法及应用。
知识点：

1、一阶导数的符号判别函数的单调性；
2、两个充分条件判别可导函数的极值、极值点；

3、最大最小值的求法及应用。
重点： 极值、最值的求法

难点： 还好，不太难

教学方式： 讲授为主

教学思路： 本堂课头序繁多应用性强， 应多多从实际出发激发学生的学习热情， 注意与

以前知识联系，加强例题的分析。

教学过程：

一、函数的单调性

定理 1：设函数 )( xf Ix 在 I 上连续，在 I 内可导，则下述命题成立。

（1）若在 I 内 0)( xf 则 )( xf 在 I 上单调增加；
（2）若在 I 内 0)( xf 则 )( xf 在 I 上单调减少。
证明：（ 1） Ixx 21, ，且 21 xx 由 Lagrange定理
得 ))(()()( 1212 xxfxfxf ),( 21 xx
1° 若 0)( xf 故有

0))(()()( 1212 xxfxfxf 即 )()( 21 xfxf
2° 若 0)( xf ，类似可证： )()( 21 xfxf

例 1 讨论函数 1)( xexf x
的单调性。

解：令 01)( xexf 得 0x 由定理可有

x ( 0, ) 0 ( ,0 ) 

)( xf — 0 + 
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)( xf ↘ ↗

可见 )(xf 的零点是 )( xf 的增减分界点。

例2 讨论函数
3 2xy 的单调性。

解： 33
2

x
y

从 y 的表示式看，其正负的分界点是其导数不存在的点 0x ，由定理 3，知

x ( 0, ) 0 ( ,0 ) 

)( xf —
不存

在
+ 

)( xf ↘ ↗

上面两例可知 )(xf 的零点和不存在点都可能是 )( xf 的增减的分界点，因此只要求出

)(xf 的零点和不存在的点将 )( xf 的定义域分成若干区间，在其上讨论 )( xf 的正负符号

便有 )( xf 的单调性结论。

例 3 确定 3 26 9 10 0x x x 的实根的个数。

设
3 2( ) 6 9 10f x x x x

设想 )( xf 的根的个数就是 )( xf 表示的曲线经过 x轴的次数，因此可用单调性来寻找。

解：令
2( ) 3 12 9 3( 1)( 3) 0f x x x x x

得其零点 1, 3x x ，没有导数不存在点，于是

x ( 1, ) 1 （ 3,1 ）
3 

( ,0 ) 

)( xf + 0 — + 

)( xf ↗ －6 ↘
-10 

↗

又 )(lim xf
x

)(lim xf
x

故 )( xf 在定域 , 上仅有一个实根（位于（ ,3 ）内）。

例 4 证明 xxx sin2tan3 )
2

0( x 。

证明 设 xxxxf 3sin2tan)(

x
xx

xx
x

xxxf

2

2

23
2

2

cos
)cos21()cos1(

)cos3cos21(
cos

13cos2sec)(

现
2

0 x 时， 0)(xf 因 而 )( xf 单调增加，而 0)0(f 故
2

0 x 时

0)0()( fxf
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从而 xxx s i n2t an3
二、函数的极值

从几何上看函数 )( xf 的图形在定义域内点 0x 处，如果由增变减，或者由减变增，则

)( xf 在 0x 处分别取得极小值或极大值，单调性可以用函数 )( xf 的导数的正负号来判定，

而 )(xf 正负的分界点从上一讲的例 1、例 2 知正是 )( xf 的零点和不存在的点。但导数的

零点与不存在的点未必是极值点，于是有以下的讨论。

定义 1： 使 0)( xf 的点称为稳定点（或驻点） 。

对于可导函数而言，有

定理 2：（第一充分条件）设函数 )( xf 在 0x 的某邻域 0( )U x 可导，且 0)( xf ，则

x 0xx 0x 0xx

（1） )(xf
)( xf

+ 
↗

0 
极大值

－

↘

（2） )(xf
)( xf

－

↘

0 
极小值

+ 
↗

（3）
)(xf

+ 
－

0 
+ 
－

)( xf 没有极值

求极值与极值点的步骤：

（1）讨论 )( xf 在定义域内的驻点与不可导点；

（2）考虑驻点与不可导点处导数在左右近旁的符号变化，判别是否是极值点，是极大
值点还是极小值点；

（3）求出各极值点的函数值，得到 )( xf 的极值。

例 5 求函数 593)( 23 xxxxf 的极值

解：（1） ),(D ，
2( ) 3 6 9 3( 1)( 3)f x x x x x

令 )( xf =0，得驻点 3,1 21 xx
（2）讨论与判别如下：

x ( 1, ) －1 （ 3,1 ） 3 ( ,3 ) 

)( xf + 
0 

－ + 

)( xf ↗
极大

值 10 
↘

极小值

－22 
↗

例 6 求 3 326)( xxxf 的极值。

解：
3 23 )6(

4
)(

xx

x
xf 令 )(xf =0 得
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驻点 41x ，还有 6,0 32 xx 为 )( xf 不存在点， 321 ,, xxx 分定义域（ , ）为 4

个区间，讨论如下：

通过以上两例题的讲解，让学生熟练了定理 1，并掌握了讨论单调区间及极值的求法、

表示法等。

定理 3（第二充分条件） 设函数 )( xf 在 0x 处二阶可导， 并且 0( )f x =0， 0)( 0xf ，

则

（1）当 0)( 0xf ，则 )( xf 在 0x 处取得极大值；

（2）当 0)( 0xf ，则 )( xf 在 0x 处取得极小值。

证明：（ 1）由于 0)( 0xf ，根据二阶导数的定义有

0
)()(

lim)(
0

0
0

0 xx
xfxf

xf
xx

由保号性定理 0，当 0 0 0 0 0?( , ) ( , ) ( , )x U x x x x x 时

0)()()(
00

0

xx
xf

xx
xfxf

故当
0 0

0 0

( , ) , ( ) 0

( , ) , ( ) 0

x x x f x

x x x f x

时

时
故 0x 是 )( xf 是极大值点。

（2）同理可证。

例 7 求 1)1()( 32xxf 的极值。

解：
22 )1(6)( xxxf 故驻点为 1,0 xx

)15)(1(6)( 22 xxxxf
故 0,06)0( xf 为极小值点， 极小值为 0)0(f 。又 0)1()1( ff ，故

此定理不能判定该两点是否是极值点，但 )( xf 在 1x 处左右两侧不改符号，故 1x

0 

极小

x ( 0, ) 0 （0，4） 4 （ 6,4 ） 6 ( ,6 ) 

)( xf － + － －

)( xf ↘
值 0 

↗

极大

值
3 42

↘ 无极值 ↘
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不是极值点，从而仅 0x 取得极小值 0。
从例 3 知用定理 2 要求函数 )( xf 的二阶可导，且有时方法会失效，但若 )(xf 简单，

有时使用此定理也会很方便。

三、函数的最值

在许多实际问题常有： 怎样材料最省， 成本最低及效率最高等， 这就是最大值与最小值，

统称为最值。在闲区间上连续的函数，一定有最值。但极值未必是最值，但可能是最值，于

是设 )( xf 在 [a，b]上连续，则最大值 M，最小值 m，有

( )

max ( )

f x

M f x

在驻点的函数值

在不可导点的函数值

端点的函数值

( )

min ( )

f x

m f x

在驻点的函数值

在不可导点的函数值

端点的函数值

例 8 求函数 42430163)( 234 xxxxxf 在 [0，3]上的最大值与最小值。

解： )2()1(1224604812)( 223 xxxxxxf
令 0)( xf ，得驻点 11x ， 22x ]3,0[
而 4)0(f ， 3)1(f ， 4)2(f ， 13)3(f
故 )( xf 在 [0，3]上的最大值 13)3(fM

最小值 4)2(fm

例 9 证明不等式 )10,1(1)1(
2

1
1 xpxx

pp
p

分析：证明不等式可以确定不等中一部分， 它一定小于等于它的最大值， 大于等于它的

最小值。

证：
pp xxxf )1()( ，显然 )( xf 在 [0，1]上连续；故存在最大最小值，事实上

1 1 1 1( ) (1 ) ( 1) [ (1 ) ]p p p pf x px p x p x x

令 0)( xf 得驻点
2
1

x ，而

p
f

1
2)

2
1

( ， 1)1(,1)0( ff ，故 )( xf 在[0，1]上的最大值为 1，最小值为
12 p
，

于是

1)1(21 ppp xx
这样我们已经会用微分中值定理证明不等式， 函数的单调性证明不等式， 今又可用函数

的最值问题证明不等式。

例 10 如图铁路 AB=100 公里，工厂在点 C，AC=20 公里，而公路单位费用 铁路单位费

用=5∶3，欲建一个转运站 D，问 D 建在何处费用最省？

（解法 1）设 AD=x（公里） DB =100－x（公里）
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2
400 xCD （公里），故总的运费

25 400 3 (100 )    (0 100) y k x k x x

而 3
400

5
2x

xky ， 令 150 xy

又
1

(0) 400 , (15) 380 , (100) 500 1
25

y k y k y k

所以 (15)y 最小，故当 x=15km 时费用最省。

（解法 2）由于 0y ，有唯一驻点 x=15，介于 y的最小值一定存在，所以驻点的值就

是最小值。故 y（15）=380 k为最小值。

在实际问题中， 求最值除了我们常规的求法以外， 也可以根据实际化简步骤， 归纳入下：

（1）若 )( xf 在 [a，b]上单调，则其最大（小）值必在端点取得；

（2）若 )( xf 在 [a，b]上连续，在（ a，b）内可导，且仅有驻点 0x ，若 0x 是 f 的极大

（小）值点，则 0x 就是 f 在 [a，b]的最大（小）值点。

例 11 用铁片做成一个容积一定的圆柱体形无盖容器，问应如何设计才能使用料最
省？

解：设其表面积为 S，高为 H，半径为 R

建立目标函数：
2

RRRHWS

但 HRV 2
故 2R

V
H 从而

22
R

R
V

S

而 R
R
V

dR
dS

2
2

2 令 0
dR
dS

，得驻点 3 V
R

又 24
32

2

R
V

dR
Sd

0
3

2

2

V
RdR

Sd



91 

所以 3 V
R 为极小值点，即为最小值点

将 3 V
R 代入 3

2
V V

H R
R

时材料最省。

练习题： 在数 1， 2 ，
3 3， 4 4 ， ,, ，

n n ,, 中求出最大的一个数。

（答案
3 3。提示：令 xxxf

1

)( ，求其最大值。 ）

第五讲 函数图象的凹凸性，拐点与渐近线

教学目的与要求：

1、掌握用二阶导数的正负符号讨论函数的图象的凹凸性与拐点；
2、学会求函数的图形的水平、铅直及斜渐近线；

3、通过小结本讲及上讲的导数应用内容的基础上作图象
掌握（ 1）—（ 6）个步骤，能作出一般函数的图象。
知识点：

1、 )( xf 的二阶导数的正负符号如何确定 )( xf 凹凸性以及拐点的确定与表示法；

2、渐近线的概念，水平，铅垂及斜渐近线的求法；

3、函数图象的作法。
重点： 图象的作法

难点： 函数是否有斜渐线的判别

教学方式： 讲授为主，稍加练习

教学思路： 二阶导数的几何应用与一阶导数的应用对比学习

教学过程：

一、函数图象的凹凸性、拐点

（一）用发现法引出凹凸定义

如果已知有起点 A，终点 B，作出的 AB ，发现如图，弧 ACB、 ADB 差异很大。

定义 1：设 )( xfy x在区间上连续， Ixx 21 , ，恒有：

2
)()(

2
2121 xfxfxxf

则称 )( xf 在 I 上的图形是凹的，或叫凹弧，若
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2
)()(

2
2121 xfxfxx

f

则称 )( xf 在 I 上的图形是凸的，或叫凸弧。

如图：

然而怎样才能不画图， 根据函数的分析表示式来判断函数是凸函数还是凹函数， 以前有

过用函数导数的符号判断函数的单调性， 能否用函数 )(xf 的导函数来讨论其图象的凹凸性

呢？

直观上凸弧的切线的斜率，即 )( xf 的值随 x在 I 上的增大，由正数变小经过零再变成
负数，且还在变小，而凹弧则恰恰相反，而 )(xf 的单调性，应可由它的导数即 )(xf 的符

号来判定。

定理 1：设有函数 )( xf ),( bax 具有二阶导数

（1）若当 ),( bax 都有 )(xf >0，则 )( xf 在（ a，b）的图形是凹的。
（2）若当 ),( bax 都有 )(xf <0，则 )( xf 在（ a，b）的图形是凸的。

证明：（1） ),(, 21 baxx ，且 21 xx ，令 1 2
0

2
x x

x

并记 hxxxx 1002 ，则 hxx 01 ， 2 0x x h

由 Lagrange 定理得

hhxfxfhxf )()()( 1000 （ 10 1 ）

hhxfhxfxf )()()( 2000 （ 10 2 ）

两式相减得

hhxfhxfxfhxfhxf )]()([)(2)()( 010000

对 )(xf 在区间 0 2 0 1[ , ]x h x h 再用 Lagrange 定理得

2
212010 ))(()]()([ hfhhxfhxf

其中 hxhx 1020 ，因为 0)(f ，故

0)(2)()( 000 xfhxfhxf

即 )(
2

)()(
0

00 xfhxfhxf
故

22
)()( 2121 xx

f
xfxf

所以 )( xf 在（ a，b）是上凹的。

（2）类似可证。

如 xy ln ，我们知 y在 ),0( 上是凸弧，事实上 2
1

0y
x

)1,0( axxy a 2( 1) 0ay a a x 故 y为凹弧，事实上 y也是凹弧 。
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例 1 证明：
2

ln)(lnln yxyxyyxx （其中 yxyx ,0,0 ）

分析 ：不等式的两边表示式来看，左边是 tttf ln)( 在 x，y 处的值的和，右边是点

x，y的中点值的 2 倍，所以想到用函数凹凸的定义。

证明：令 tttf ln)( ( ) 1 l nf t t， 01
)(

t
tf （当 0x ）

所以 )( xf 是凹函数，由凹函数的定义

)lnln(
2
1

2
ln

2
yyxx

yxyx

或即
2

ln)(lnln yxyxyyxx

例 2 求 31292)( 23 xxxxf 的凹凸区间。

解： )( xf 的定义域为（ , ）

)2)(1(612186)( 2 xxxxxf

)
2
3(121812)( xxxf

单调性及凹凸性讨论如下：

)( xf 在 （
2
3

, ）是凸函数。

)( xf 在 （ ,
2
3 ）是凹函数。

在曲线上的点（
2

15
,

2
3

）处，左边的弧是凸的，右边的弧是凹的，从而该点是凹凸的分界点

定义为：

定义 2：设函数 )( xf 在区间 I 上连续，若 0，曲线 )( xfy ，在 0 0( , )x x 为

凹（凸）弧，在 0 0( , )x x 内是凸（凹）弧，则 0 0( , ( ))x f x 为该曲线的一个拐点。

定理 2：设 )( xf 在 0x 处二阶可导，且（ )(, 00 xfx ）为曲线 )( xfy 的拐点，则 0)( 0xf 。

证明留给同学们完成。

定理 2是对二阶可导函数而言的， 若（ )(, 00 xfx ）是拐点， 一定有 0)( 0xf ，但 )(xf

x ( 1, ) 1 （1，
2
3
）

2
3

（
2
3
，2） 2 ( ,2 ) 

)(xf + 0 － － 0 + 

)(xf － － 0 + +

)( xf
↗ 极 小

值 9 
↘ ↘

极小值 7 
↗
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的零点未必是拐点， 如
4xy ，在 0x 处二阶导数为 0，但（0，0）不是

4xy 的拐点，

必须有 )(xf 在过 0x 时改变正负符号，（ )(, 00 xfx ）才是拐点。还有从拐点的定义看， 0( )f x

不存在，但在 0x 改变符号，此时（ )(, 00 xfx ）也应是拐点。

于是我们应对 )(xf 的零点和不存在的点作讨论。

例 3 求函数 3
5

2 )2(
10
9

2
1

)( xxxf 的拐点。

解：

2
33

( ) ( 2)
2

f x x x
3

3

2 1
( )

2
x

f x
x

x=3 为 )(xf 的零点，而 x=2 为 )(xf 不存在的点，但在 )( xf 的定义域内，于是有：

x )2,( 2 （2，3） 3 (3， ) 
)( xf + － + 

)( xf
拐点

(2，2) 

拐点

(3，
5

18 ) 

二、曲线的渐近线

例如
x

y 1
，当 0x （ 0,0 xx ）无限接近 y 轴，可以用极限式表示

xx

1
lim

0
，则 y轴是 1

y
x
的渐近线；

又当 x （ x 或 x ）无限接近 x轴，可见 x轴是 1
y

x
的渐近线。

介于它们的形状分别叫铅垂渐近线与水平渐近线，但渐近线不只有这两种，于是我们定义。

定义 3：若曲线 )(xfy 上动点 P沿着曲线无限远离原点时， 它与直线 l 的距离趋于零，

则称直线 l 为曲线 )( xfy 的渐近线。

渐近线是直线，它包括了三种：

（1）水平渐近线

当 cxf
x

)(lim ，则直线 cy 为 )( xfy 的水平渐近线。

例如 xy arctan ，有
2

y 为其两条水平渐近线

（2）铅直渐近线

若
0

lim ( )
x x

f x ，则直线 0xx 为 )( xfy 的铅直渐近线。

如
1

1
x

y ，由于
1

1
lim

1 xx
，故 1x 是曲线的水平渐近线。

（3）斜渐近线
直线中除了水平与铅直线外，还有 baxy 这种斜线，设 baxy 为 )( xfy 的斜渐近
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线，则 )( xf 与 bax 的距离
21

1
)(cos

a
baxxfPMPN

（因为
2

1
tan cos

1
y a

a
）

当 x 0PN ，或即 0lim PN
x

或 lim[ ( ) ] 0
x

f x ax b （ *）

当然有
( ) ( )

lim lim[ ] 0
x x

f x ax b f x b
a

x x x
（ ** ）

故由（ **） a
x
xf

x

)(lim ，再由 ))((lim axxfb
x

反之以上方法求得 a，b，能使

lim[ ( ) ] 0
x

f x ax b

所以 baxy 为 ( )y f x 的斜渐近线。

例 4 求函数
x

x
y

12

的渐近线。

解：（1）
x

x
x

1
lim

2

0
，故 0x 为其铅直渐近线

（2）
x

x
x

1
lim

2

故函数无水平渐近线。

（3）由于 1

1

lim

2

x
x

x

x
，又

2 1 1
lim[ ] lim 0
x x

x
x

x x
故 xy 是函数的斜渐近线。

例 4 告诉我们要求 )( xfy 的渐近线一般看铅垂、水平与斜渐近线有与没有。

例 5 曲线
2

1 2 1arctan
( 1)( 2)

x x xy e
x x

的渐近线有（ ）

A：1 条 B：2 条 C：3 条 D：4 条

解：
4)2)(1(

1
arctanlim

21
2

xx
xx

e x
x

)2)(1(
1

arctanlim
21

0

2

xx
xx

ex

x

所以 y 有水平、铅直渐近线各一条，选 B。

（而
1

lim
x

y存在，
2

lim
x

y存在）

例 6 已知曲线 )0(axay 与曲线 xy ln 在点（ 00, yx ）处有公切线，试求常数
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a，及切点（ 00, yx ）。

解：分别有
x

ay
2

和
1

2
y

x
由于两曲线有公切线

可见
02 x

a
=

02
1
x

得 20
2

a
x

将 20
2

a
x 代入 知 20

1
ln

2
1

a
y 或 20

1
a

ay

于是 2
20

1
,

1
e

a
x

e
a ，

e
xay

1
00

第六讲 函数图形的作法、弧微分及曲率

教学目的与要求：

1．总结导数应用内容，介绍两种作图法，让学生掌握用导数作函数图形的步聚，
顺利作出一般函数的图象。

2．学习弧微分的概念， 推导曲率公式， 让学生知道弧微分曲率及曲率图等的求法。

知识点：

（1）作图的步骤与方法；
（2）弧微分，曲率等概念。

重点： 作图象及曲率

难点： 作图象

教学方式： 讲授为主

教学思路： 从小结导数应用入手，归纳作图的（ 1）~（6）个步骤，作出函数图象；用
发现法，即设想成当年的发现者去发现曲率应如何表示一样， 启发学生发现曲率的表示法加

深印象，加强记忆。

教学过程：

一、描点法作图

根据函数的代数表示式求出其定义域， 在定义域内找点， 再描点作图， 请同学们看懂教

材内容；

二、利用导数作函数图象

1．小结一、二阶导数的应用，如单调性、极值点与导数的关系，凹凸性、拐点与二阶
导数间的关系。

2．小结出 )( xfy 作图象的步聚：

（1）确定函数 f 的定义域，求出一阶，二阶导函数 )(xf ； )(xf ；

（2）求出函数 )( xf 的驻点，导数 )(xf 不存在的点， )( xf 的零点及 )( xf 不存的点，

并用这些点把定义域划分为多个部分区间；

（3）确定在这些区间内 )(xf ， )( xf 的符号，并由此确定函数的单调性和凹凸性，极
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值点和拐点；

（4）确定函数图形的渐近线，以及函数的其它性态，如奇偶性、周期性等；

（5）讨论 )(lim xf
x

及 )(lim xf
x

的情况，补充一些点的坐标；

（6）描图。

例 1，描绘函数

2

21
( )

2

x

f x e 的图形。

解：（1）定义域为（ , ），由于 )()( xfxf ，所以函数为偶函数，图象关于

y轴对称，因此只需讨论在 [0， )上该函数的图形即可
2

21
( )

2

x

f x xe

)1(
2
1)( 22

2

xexf
x

（2）当 01x 0)( xf ，当 2 1x 0)( xf 故 0x ，1 分定义（0， ）

为（ 0，1） (1, )。
（3）在（0，1）内 0)( xf 0)(xf ，故 )( xf 单减且凸的，在 [1，+ ]内 0)( xf ，

0)(xf ，故 )( xf 单减且凹的。列表如下：

x 0 （ 0，1） 1 （1，+ ）

)( xf 0 
)(xf 0 + 

)( xfy 的图形 极大 拐点

（4）由于 0)(lim
0

xf
x

，则图形有一条水平渐近线 0y 。

（5）
2
1

)0(f ，故有极大值点 0x ，极大值
2
1

e
f

2
1

)1( ，故有拐点（
e2

1
,1 ）。

（6）绘图，注意图形关于 y轴对称。

例 2，作函数
)1(4

)3()(
2

x
xxf 的图形。

解：（1）定义域为（ ，1） (1, )

2)1(4
)1)(3(

)(
x

xx
xf 3)1(

2
)(

x
xf

（2） )(xf ， )(xf 的零点与不存在点为 31x 12x ，将 )( xf 的定义域 D 分成

( , 1),( 1,1),(1 ,3),(3, )，讨论 )( xf ， )( xf 在各区间上的单调性与凹凸性等，讨论
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如下：

x （ ，

1）
1 （ 1，1） （ 1，3） 3 （3，+ ）

)( xf + 0 0 + 
)(xf + + + 

)( xf 的图形 凸增 极大 2 凸减 凹减 极小 0 凹增

（3）由于
)1(4

)3(lim
2

x
x

x
，故 1x 是铅直渐近线

因为
4
1

)1(4
)3(

l i m
2

xx
x

x 4
5

)1(4
95

l i m]
4
1

)([l i m
x
x

xxf
xx

所以
4
5

4
1

xy 是斜渐近线。

（4）
2( 3)

lim ( ) lim
4( 1)x x

x
f x

x
而

2( 3)lim ( ) lim
4( 1)x x

xf x
x

（5）作图：

通过上面两例的讲解， 我们应该明了对于一般显函数的作图方法， 而对隐函数与参数方

程决定的函数，我们应类比而作。

例 3，作函数
)2(

2
2

2

tty

tx
的图形。

解： （1）显然 2x ， y ，x是 t的偶数， y是 t 的奇函数，即在 0tt

与 0tt ，x对应的值相同，而 y值的绝对值相同符号相反，表明图形关于 x轴对称，因此

我们只须讨论 0t 的情形。

t
t

dx
dy

2
23 2 2 2 2 2

2 3
3 2 3 2 1 3 2

( ) ( )
2 2 3

d y d t d t t
dxdx dx t dt t t
dt

（2）当 2
3

t 时 0
dx
dy ，当 0t 时

dx
dy 不存在， 2

2

dx
yd
也不存在，所以得曲线的驻

点（
4 4 2

( , )
3 3 3

），且当
2

0
3

t 时 0
dx
dy ，曲线单调下降，当

2
3

t 时 0
dx
dy ，

故曲线单增，当 0t 时 02

2

dx
yd

，即曲线是凹的。
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（3）作图
三、弧微分

定义 1．设函数 )( xf 在区间 I 上具有一阶连续的导数， 则称曲线 )( xfy 在 I 上是一

条光滑曲线。

设 )( xfy 为光滑曲线，取 0 0 0( ( ))M x f x 为弧的起点，以 x增加的方向为曲线的方向，

在曲线上的任一点 ),( yxM 规定有向线段 0M M的值为 s如下：s的绝对值为这段弧的长度，

当有向弧段 0M M的方向与曲线 s 正向一致时 0s ，相反时 0s ，从而 s 是 ( )s x ，且为

单调增加函数。

以下求 ( )s x 与 ds。

设 x， x x I 在 )( xf 上 对 应 点 MM , ， 弧长 对 应 的 增量 s MM 于 是

2 2 2
2 2 2 2

2 2

2 2

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) (1 ( ) )

MMs MM MM MM x y
x x MM x MM x

MM y
MM x

（ ）

2 2( ) (1 ( ) )s MM y
x MM x

由于
0

l i m l i m 1
x M M

M M M M
M M M M

， y
x
y

x 0
lim

所以
2 2 2

0 0
lim lim( ) [1 ( ) ] 1 ( )

x x

ds s MM y dy
dx x MM x dx

由于 ( )s s x 是单调增加函数，于是有 21 y
dx
ds

即 dxyds 21 。

还有
22 )()( dydxds

若曲线
)(
)(
ty
tx

则
2 2ds dt

四、曲率

直线 bkxy ， k表示直线的斜率。

曲线弯曲的程度用什么来表示呢，比较下面的弧段，我们自己得出结论。

（1）相同长度的弧段，切线转角大的较为弯曲。
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（2）转角相同时，切线转过弧段较长的不如较短的弯曲。

定义 2．设光滑曲线 C上弧段 AB 的长为 l，切线的转角为 ，则称 K
l
为弧段 AB

为平均曲率。 若当点 B 沿曲线 C趋于 A点时，
0 0

lim lim
l l

K
l
存在，则称此极限值为曲线 C

在点 A 的曲率， 记为 K，即
0

lim
l

K
l
。例如直线由于 为 0，故 0K ，与“直线不弯”

相一致。

例 4．求以半径为 R的圆的曲率。

解： l R

0 0

1
lim lim
l l

K
l R R

（常数）

规定：

（1）曲线的正向是 x增大的方向；
（2）以 A 为计算弧长的起点

（3） AB 上取一点 M，记 AM 的长为 s，则切线的倾角 是 s的函数，则

0
lim

s

d
K

s ds
而 ytan 故 yarctan

dx
y

y
d 21

，
2

2 3/ 22

1
(1 )1

y
dx

yd yK
ds yy

于是 dx
y

y
d 21 2/32)1( y

y
ds
d

参数方程
)(

(t)x
:

ty
L

2 2 3/ 2( )
K

例 5. 铁路弯曲线，用
3

3x
y 作为过渡曲线，计算点（ 0，0）（1，

3
1
）（3，9）处铁路

的曲率。

解：
2xy xy 2 故 2/34 )1(

2
x
x

K



101 

由此得到求（ 0，0）处 00K

在（ 1，
3
1
）处

2
1

1K ，在（ 3，9）处 2
2

41 82
K

例 6．抛物线 cbxaxy 2
上哪一点的曲率最大？

解： cbxaxy 2

baxy 2 ay 2

2/32 ])2(1[
2

bax
a

K

所以当
a
b

x
2
时， K 最大，且此时 aK 2 （顶点处 K 最大。）

五、曲率圆

设 )( xfy 在 ),( yxM 处曲率为 ( 0)K K ，在点 M 处曲线的法线上， 在凹的一侧取

一点 D，使 q
K

DM 1 ，以 D 为圆心， q为半径作圆， 称此圆为曲线在点 M 的曲率圆，

q叫做曲线在点 M 处的曲率半径。

例 6．设工件内表面的截线为抛物线
24.0 xy ，现在要用砂轮磨削内表面，试用直径

多大的砂轮才比较合适。

解： 顶点口曲率最大，半径最小

xy 8.0 8.0y

00xy 8.00xy

由上式 0. 8K 1 1.25q
K

所以选用的砂轮半径不超过 1.25 单位长，半径为 2.5单位长。

第七讲 习题课

教学目的与要求： 通过小结内容、 订正练习、 举例讲解和自行练习， 使学生巩固和加深

对本章内容的理解，并熟知几个解题的思路，使对本章内容做到融汇贯通习题手到擒来。

教学内容： 复习微分中值定理与导数应用

重点： 微分中值定理，及不等式的证明

难点： 不等式的证明

授课方式： 讲练结会

教学思路： 通过批改作业，了解到学生的簿弱之处，从而在小结内容， 练习举例时加重

复习。据已往经验，利用微分中值定理做题，证明不等式及单调性的运用都应予加强。

教学过程：
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内容小结：

一、订正作业（另外在练习册上有准备）

二、复习小结本章内容：

1．Rolle、Lagrange、Cauchy 及 Taylor 定理。
2．L’Hospital 法则；
3．函数的极值，函数单调性的判定和函数凹凸性的判定，函数图形的拐点及其求法，

渐近线、描绘图形，最大最小值的求法。

4．平面曲线的切线方程与法线方程。
例题讲解：

（一）填空

1．曲线 arctany x在横坐标为 1 的点处的切线方程是 )1(
2
1

4
xy ；法线方程

)1(2
4

xy

解： 因为
2
1

1
1

1
21

x
x

x
y 且当 1x ，

4
y

所以切线： )1(
2
1

4
xy

法线： )1(2
4

xy

2．当 x=
2ln

1
时，函数

xxy 2 取得极小值。

解： )2ln1(2 xy x )2ln2(2ln2 xy x

令 0y 有唯一驻点
2ln

1
x

1
ln 2

1
ln 2

2 ln 2 0
x

y

故当
2ln

1x ，
xxy 2 取得极小值。

3．曲线
2xey 的向上凸区间是（

2
2
，

2
2
）

解：
2

2 xxey )12(2 22

xey x
令 0y 得

2
2

2
2

x

4．函数 2cosy x x在区间 [0，
2

]上的最大值为 3
6

解：令 1 2sin 0y x 得在（0，
2
）上的驻点

6
x ， 20xy ，

3
3

6
x

y ，
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22
x

y ，所以最大值为
6

3
6

x
y 。

（二）选择

1．设在 [0，1]上 0)( xf ，则 (0)f 、 (1)f 、 )0()1( ff 或 )1()0( ff 的大小顺

序是（ ）

（A） )0()1()0()1( ffff （B） )0()0()1()1( ffff
（C） )0()1()0()1( ffff （D） )0()1()0()1( ffff
解： 选择（ B）因为 )()0()1( fff （ 10 ）又 0)( xf ，故 )( xf 单调

增，所以 )0()0()1()1( ffff 。

2．设 )( xf 有二阶连续导数，且 0)0(f ， 1)(lim
0 x

xf
x

，则（ ）

（A） )0(f 是 )( xf 的极大值

（B） )0(f 是 )( xf 的极小值

（C） （0， )0(f ）是曲线 )( xfy 的拐点

（D） )0(f 不是 )( xf 的极值，（0， )0(f ）也不是曲线 )( xfy 的拐点

解： 选择（B），因为 01)(
lim

0 x
xf

x
，于是存在 0x 某邻域 0)( xf ，从而（0，

)0(f ）不为拐点，因而（ C）是错的。
又由拉氏定理 xffxf )()0()( 即 xfxf )()(

介于 0 与 x之间，从而 0x 时 0)( xf ， 0x ， 0)( xf 所以 )0(f 是 )( xf 的

极小值，故选 B。

3．曲线
2

1 2 1arctan
( 1)( 2)

x x xy e
x x

的渐近线有（ ）

（A）1 条 （B）2 条 （C）3 条 （D）4 条
解： 选择（ B）。

因为 y
x 0
lim 故有铅垂渐近线； 而 1x ey

2
1x 时 y 的极限的不存

在，无别的铅垂渐近线； ；当 x 时，
4

y
4

y 为其水平渐近线； 无斜渐近线。

（三）求解题

1．作半径为 r 的球的外切正圆锥，问此圆锥的高 h 为何值时，其体积 V 最小，并求出
该最小值。

解：如图所示， hSC rODOC RBC

因为
B C O D
S C S D

故
22)( rrh

r
h
R

从而
hrh

rhR
22 ，于是圆锥体为

2 3
2( )

3 3 2
r h

V h R h
h r

（ hr2 ）
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令

2 2

2
4( ) 0

3 ( 2 )
r h rhV h

h r
rh 4 0h （舍去）

由于圆锥最小体积一定存在，故 rh 4 是 )(hV 在（ ,2r ）的惟一驻点，所以

rh 4 时 V 取最小值。

3
8

)24(
)4(

3
)4(

322
r

rr
rrrV

2．设 2

3 4
x

x
y

（1）求函数的增减区间及极值

（2）求函数图象的凹凸区间及拐点
（3）求渐近线
（4）作出其图形

解：（1）定义域 ( ,0) (0, ) 2
4
x

xy

3

8
1

x
y 驻点 x=2，不可导点 x=0 

4
24
x

y x=0 为 y 不存在的点。所以

（2）

（3）
2

30

4
lim
x

x
x

0x 为铅垂渐近线

又

3

3
4lim 1

x

xa
x

3

2
4l i m ( ) 0

x

xb x
x

所以 xy 为其斜渐近线。

（4）零点为 3 4x 且作图：

（四）证明题

1．设 )( xf 在闭区间 [0，C]上连续，其导数 )( xf 在（ 0，C）内单减， 0)0(f ，试

应用 Lagrange 定理证明 )()()( bfafbaf
其中常数 a，b满足条件 cbaba
证明：当 a=0 时 0)0(f )()()()( bfafbfbaf

当 a>0 时 在 [0，a]和 [b，a+b]上分别应用 Lagrange 定理

x （ 0, ） （ 0，2） 2 （2，+ ）

y + 0 + 
y + + + 

y 极小值

f（2）=3 
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a
af

a
faff )()0()()( 1 ),0(1 a

b
bfbaf

bba
bfbaf

f
)()()()(

)( 2 ),(2 bab

显然 cbaba 210 ，因 )( xf 在（0，C）上单减，故 )()( 12 ff

从而
a
af

a
bfbaf )()()(

，因为 0a 所以有 )()()( bfafbaf 。

2．证明不等式
2 21 ln( 1 ) 1x x x x （ x ）

证：设
22

1)1ln(1)( xxxxxf 则

2 2

2 2

1
( ) ln( 1 ) ln( 1 ) 0

1 1

x
f x x x x x x

x x

令

0x 为其驻点， 由于 0
1

1
)(

2
x

xf ，可知 0x 为极小值点

即为最小值 0)0(f ，故对 ( , )x 有 0)( xf

即
22

1)1ln(1 xxxx 。

3．证明不等式
xx 1

1
)

1
1l n ( （ x0 ）

证明：
xx

xf
1

1
)

1
1ln()( x0 有

2
1

( ) 0
(1 )

f x
x x

因此 )( xf 在（ 0, ）上单调减少，由

0]
1

1)11[ln(lim)(lim
xx

xf
xx

可见 (0, )x 0)( xf 即

xx 1
1

)
1

1ln(

以上三种证明不等式的方法， 用中值定理， 最小最大值以及单调性性质。 也具有普通的

意义，希望学生借鉴。

4．求证方程 0cos xqpx 恰有一个实根，其中， p，q 为常数，且 10 q 。

证明：令 xqpxxf cos)(

由于 )(lim xf
x

)(lim xf
x

一定 ( ) 0b f b使得 ， ( ) 0a f a使得 。由介值定理可见 0)( xf 在 [ a，b]至少存在

一个实根。

因为 0sin1)( xqxf ， 故 )( xf 在（ , ）内单增，所以 0)(xf 在
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（ , ）内至多有一个实根。从而 0cos xqpx 恰有一个实根。

（五）设函数 )( xf 在（ , ）上二阶导数连续， 且点（ , ( )a f a ）是曲线 )( xfy
之拐点。求

20

( ) 2 ( ) ( )
lim
h

f a h f a f a h
h

解： 原式 =
h

hafhaf
h 2

)()(
lim

0

0

( ) ( )
lim

2
( ) 0

h

f a h f a h

f a

（六）设函数 )( xf 在（ , ）二阶导数连续，且 0)0(f ，对于函数

( )
0

( )
0

f x
x

g x x
a x

1）确定 a的值，使 )( xg 在（ , ）上连续；

2）证明对确定的 a值，使 )( xg 在（ , ）上一阶导数连续。

解： )0()(lim)(
lim)(lim

000
fxf

x
xf

xg
xxx

故定 )0(fa ，则 )( xg 在（ , ）上连续；

又 0x
2

( ) ( )
( )

xf x f x
g x

x

0 0

20

00

( ) (0)( ) (0)
(0) lim lim

( ) (0)
lim

( ) (0) ( ) (0)
limlim

2 2 2

x x

x

xx

f x fg x g xg
x x

f x xf
x

f x f f x f
x

即
2

( ) ( ) 0
( )

(0) 0
2

xf x f x x
xg x

f x

20 0

0

0

( ) ( )
lim ( ) lim

( ) ( ) ( )
lim

2
( ) (0)

lim (0)
2 2

x x

x

x

xf x f x
g x

x
xf x f x f x

x
f x f

g

又

所以 )( xg 在（ , ）上一阶导数连续。
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第五章 不定积分

第一讲 不定积分的概念与性质

教学目的与要求： 理解原函数与不定积分的概念， 了解不定积分的几何意义， 掌握不定

积分的性质，熟记基本积分公式。

知识点： 原函数与不定积分的概念，原函数存在定理， 原函数的性质， 不定积分的几何

意义及应用，不定积分的性质及应用，基本积分表。

教学重点： 原函数与不定积分的概念；不定积分的性质；基本积分公式。

教学难点： 不定积分的概念及几何意义；基本公式的熟记。

教学方式： 讲授、练习、辅之以多媒体手段。

教学思路： 首先使学生理解有关基本概念，然后在此基础上进行一定量练习。

一、复习引导

复习导数概念、几何意义及物理意义。引导学生思考：已知瞬时速度 V（ t），如何求位

移函数 S（ t），由此引入新课。

二、新课讲授

（一）原函数

1．概念 [多媒体演示 ] 

定义 5.1 设函数 f ： I R，如果对任意 x I ，存在函数 ( )F x ，使 ( )F x 与 ( )f x 有

如下关系：

( ) ( )F x f x 或 ( ) ( )d F x f x d x
那么函数 ( )F x 就称为 ( )f x（或 ( )f x dx）在区间 I 内的一个原函数， 简单地说成“ ( )F x

是 ( )f x 的原函数”。

例：因 (sin ) cosx x， (sin ) cosx c x （c 为常数）， 1(ln 1)x
x
（ (0, )x ），

所以 sinx， sinx c（c为常数）是 cosx在（ , ）内的原函数； ln 1x 是
1
x
在 (0, )

内的原函数。

2．原函数的存在性 [多媒体演示 ] 
定理 5.1 （原函数存在定理）如果函数 ( )f x 在区间 I 内连续，则在该区间内存在可导

函数 ( )F x ，使对任一 x I ，都有 ( ) ( )F x f x ，简言之，连续函数一定有原函数。

[口头强调 ]以后在谈到一个函数 ( )f x 的原函数时，总是对 ( )f x 的一个连续区间而言。如
果 ( )f x 有间断点，其原函数应按 ( )f x 的连续区间分段考虑。

3．原函数的性质 [多媒体演示 ] 
定理 5.2 如果 ( )F x 是 ( )f x 在区间 I 上的一个原函数，即 ( ) ( )F x f x ，那么在区间 I

上 ( )f x 的所有原函数都可以表示成 ( )F x +c的形式，其中 c为任意常数。

证：设 ( )G x 是 ( )f x 的任意一个原函数，即对任一 x I ，有 ( ) ( )G x f x
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则 [ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( ) (G x F x G x F x f x f x
所以 ( ) ( )G x F x为一常数。令 ( ) ( )G x F x c（常数）

则有 ( ) ( )G x F x c
定理 5.2 的要点 [口述 ]：第一，如果 ( )f x 存在原函数 ( )F x ，则 ( )f x 有无穷多个原函数

( )F x +c（ c为任意常数），且所有原函数都在形如 ( )F x +c的函数之中，即， ( )f x 的全体原

函数所组成的集合，就是函数族 ( )F x c c

第二，要求 ( )f x 的所有原函数，只要找出它的一个原函数 ( )F x 即可，其他原函数与

( )F x 只相差一个常数。

（二）不定积分

1．概念 [多媒体演示 ] 
定义 5.2 在区间 I 内的函数 ( )f x 的全体原函数 ( )F x +c（ c为任意常数），称为 ( )f x 在

区间 I 内的不定积分，记作 ( )f x dx ，即

( ) ( )f x dx F x c（c为任意常数）

其中符号“∫”称作积分号， ( )f x 称作被称函数， ( )f x dx 称作被积表达式， x称作积分变

量， c称作积分常数。
注：① 不定积分所表示的不是一个函数，而是一族函数；

② 以后一般不再注明不定积分的适用区间，而理解为对被积函数的连续区间而言；

③ 如果一个函数在区间 I 上不定积分存在，就称 ( )f x 在 I 上可积，并称求不定积分的

运算叫积分法。

2．几何意义 [多媒体演示 ] 

不定积分 ( )f x dx 在几何上表示为 ( )f x 的积分曲线族（如右图） 。

解释 [口述 ]：函数 ( )f x 的任一原函数 ( )y F x 的图形称为 ( )f x 的一条积分曲线，

( )y F x c（= ( )f x dx ）表示无穷多条积分曲线，这些曲线称为 ( )f x 的积分曲线族，其

中任何一条积分曲线即可由另一条积分曲线沿 y轴方向向上或向下平移适当位置而得到， 并

且任何一条积分曲线在点 x的切线斜率都等于 ( )f x 在该点的函数值， 即在该点所有积分曲线

的切线彼此平行。

例 [板书 ] 设曲线过点（ 0， 2），且其上任一点切线的斜率等于该点横坐标的 2 倍，求
此曲线方程。

解：设所求曲线方程为 ( )y f x ，则由题意知， ( )f x 是 2x的一个原函数， 即有 ( ) 2f x x ，

故
2( ) 2f x xdx x c

而 ( )f x 过点（ 0，2）即 (0) 2f ，将 0x ， 2y 代入 2
y x c ，得 2c

所以 2
( ) 2y f x x

3．不定积分的性质 [多媒体演示 ] 

性质 1 ( ( ) ) ( )f x dx f x 或 ( ( ) ) ( )d f x d x f x d x

性质 2 ( ) ( )f x dx f x c 或 ( ) ( )d f x f x c
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[利用不定积分定义给出简单证明 ] 
注意：求导与积分虽互为逆运算，但交换运算顺序会使结果相差一个常数。

性质 3 设 , 是不全为零的常数，则 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx

[注： , 全为 0，则上述等式不成立，此时，左端 0dx c（任意常数） ，而右端

0 ( ) 0 ( ) 0f x dx g x dx 。该性质可推广到三个以上函数的情形 ]。

性质的应用：

例 1 求 2( 1) 2cosx x dx

分析：要求将原题的被积函数进行变形， 再利用上述三条性质， 容易求出原函数的基本

函数的积分。

解：

2 2

2

2 2

( 1) 2cos ( 2 1 2cos )

2 1 2 cos

1 2sin
3

x x dx x x x dx

x dx xdx dx xdx

x x x x c

注：在分项积分后， 每个不定积分的结果本应都加上一个积分常数， 但因为任意常数的

和仍然是任意常数，所以只要在最后的结果中加上一个任意常数即可。另外， 1dx常记为

dx 。

4．基本积分表 [多媒体演示 ]：见教材 P130 
强调：结合求导公式，在理解的条件下熟记。

5．求积分举例

[目的：巩固积分公式及性质；思路：把被积函数化为基本积分公式中某被积函数形式
之一，再用公式算出不定积分 ]。

例 2 求 2 5x x x
e dx

解：因为 2 5 ( 1 0 )x x x x
e e ，由公式

ln

x
x a

a dx c
a

得

(10 ) 10
2 5 (10 )

ln(10 ) ln10 1

x x x
x x x x e e

e dx e dx c c
e

例 3 求 3

1
x x dx

x x

解：

4 13 7
3 34 4

3

1 4
3

7
x x dx x dx x dx x x c

x x

[上述两例是通过简单变形即可利用积分公式的情形。有时需要用到稍多一些代数变形
技巧 ]。

例 4 求
2

2

1
(1 )

x x
dx

x x
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解：
2

2 2
(1 ) 1 1 ln arctan

(1 ) 1
x x dx dx dx x x c

x x x x
原式

[技巧总结：先适当组合，后分解 ] 

例 5 求 2 2cos sin
dx
x x

解：

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

cos sin 1 1
cos sin cos sin sin cos

1 1 cot tan
sin cos

dx x xdx dx
x x x x x x

dx dx x x c
x x

例 6 求 1 cos
1 2

x dx
cox x

解：
2 2 2

2

1 cos 1 1 cos
2sin 2 sin sin

1 1 1 1
cot csc cot csc

2 sin 2 2 2

x x
dx dx

x x x
dx

t tdt t t c
x

原式

[技巧总结：先用三角函数公式变形，然后分解 ] 

例 7 
4

21
x dx

x

解：

4 4
2

2 2 2

2 3
2

( 1) 1 1
( 1 )

1 1 1
1 1

arctan
1 3

x x
dx dx x dx

x x x

x dx dx dx x x x c
x

[技巧总结：分子添项减项，然后分解

三、本课小结

原函数与不定积分的概念与性质；基本积分公式。

课外练习：

1．思考题：原函数与不变积分两概念有何联系与区别？

第二讲 基本积分法（一）

教学目的与要求： 牢固掌握第一类积分换元法， 比较熟练地应用该方法进行相关积分计

算。

知识点： 第一类换元法（凑微分法）公式及应用。

教学重点： 第一类换元法的基本思路——凑微分的理解与应用

教学难点： 一般积分计算过程中的灵活凑微分， “ ( )x ”的选择。

教学方式： 讲授、练习。

教学思路： 在使学生深入理解公式的基础上，进行大量的练习。

一、复习

1．原函数与不变积分的概念与性质
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2．基本积分公式

3．思考：等式 cos5 sin5x x c成立吗？ [由此引导学生进入新课 ] 

 (sin5 ) 5cos5 cos5x c x x

∴ 上 述等式不成立 。由于
1

( sin5 ) cos5
5

x c x ，所以
1

cos5 sin5
5

xdx x c 或

5cos5 sin5xdx x c，即

51 1 1 1
cos5 cos(5 ) (5 ) 5 cos sin sin5

5 5 5 5

u x

x x d x u x udu u c x c令

二、新授

（一）第一类换元法基本公式

定理（第一类换元法）设函数 ( )x 在所考虑的区间内可微，又 ( ) ( )f u du F u c

则有 [ ( ) ] ( ) [ ( ) ]f x x d x F x c

证：由条件得 ( ) ( )dF u f u du，根据微分形式的不变性得
[ ( )] [ ( )] ( ) [ ( )] ( )dF x f x d x f x x dx

由不定积分的定义有 [ ( ) ] ( ) [ ( ) ]f x x d x F x c

[第一类换元法的基本思路是将不定积分的被积表达式凑成一个函数的微分，所以通常
也称为凑微分法。解题过程中的步骤可串联为如下变换形式：

[ ( )] ( ) [ ( )] ( )

( ) ( ) ( )

( ) [ ( )]

f x x dx f x d x

x u f u du F u c

u x F x c

令

令

一般情形，被积函数中的“ ( )x ”没有明显写出，依赖于观察得出。如果被积函数中

至少含有单一复合函数，就可以试探性地将复合部分的函数看作“ u”作一变换或者将被积
函数凑成 [ ( )] ( )f x x dx 的形式，进而利用上述公式计算积分。

（二）第一换元法的应用实例

1．典型例子

例 1 2
2 2
dx

x x

解：
2 2 2

( 1) 1 arctan arctan( 1)
2 2 ( 1) 1 1
dx d x dux u u c x c

x x x u

例 2 求
2 2
dx

x a

解： 2 2 2
2

( )1 1 1 1arctan arctan
11 ( )

x
u

a

x
ddx x du xa u u c c

xx a a a a u a a a
a

[上述两题的被积函数是分式，且分母中 x 的次数为 2，显然适合于用公式（ 4），即



112 

21
du

arctgu c
u

。变形过程应紧扣这条主线，把被积表达式写成
2

( )
1 [ ( )]

d x
x

的形式，故

有上述变形 ]。

在熟练了以后，中间变量过程可不写出。

例 3 求
2 2

( 0)
dx

a
a x

[分析：此积分与
2

1

du

u
同型，故应设法向此方向变形 ] 

解：
2 2

2 2

( )1 arcsin
1 ( ) 1 ( )

x
ddx dx xa c

a ax xa x
a a

例 4 求 x
ch dx

a

[分析：此积分与 chudu同型，可考虑令
x

u
a

] 

解： ( )
x x x x

ch dx a ch d ash c
a a a a

例 5 求
4(1 )

x dx
x

[分析：令 1u x，则 4 4
(1 )x u 为 u的幂函数 ] 

解：
4 4 3 4

3 4 2 3

1 1 1 1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

( 1) ( 1) 1 1 1 1
(1 ) (1 ) 2 (1 ) 3 (1 )

x x
dx dx dx

x x x x
d x d x

c
x x x x

[有时，当 ( )x 确定以后，其他部分看不出该如何变形，则可如下计算：
令 1u x，则 1x u ， dx du，从而

2 3
4 4 3 4

3 4

( 1) 1 1 1 1
(1 ) 2 3

1 1 1 1
                 ]

2 (1 ) 4 (1 )

xdx u du
du u u c

x u u u

c
x x

例 6 求 2 2
1

dx
x a

[分析：基本公式中没有直接与本题相同的类型。但该被积函数的分母可分解为一次函
数之积，可考虑先分解，然后再仿例 5 进行凑微分 ] 

解：由于 2 2

1 1 1 1
( )

2x a a x a x a
，所以

2 2

1 1 1 1
2 2
1 1 1 1

2 2

dx dx dx
dx

x a a x a x a a x a x a
dx dx

dx
a x a x a a x a x a
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1 ( ) ( )
2
1 1

[ln | | ln | |] ln
2 2

d x a d x a
a x a x a

x a
x a x a c c

a a x a

[小结：上述几例中，用到如下形式的积分（ 0a ）：

1 1
( ) ( ) ( ) ( )u ax bf ax b dx f ax b d ax b f u du

a a
] 

例 7 求
2

1 ln
( ln )

x dx
x x

[分析：此题较难。被积函数的分母中有 2
( ln )x x ，若令 lnx x u，则可求出 ] 

解：令 lnu x x，则 1
( ln ) ( ln ) (1 ln )du d x x x x dx x dx

x
，从而

2 2

1 ln 1 1
( ln ) ln

x du
dx c c

x x u u x x

例 8 求 1
1

x dx
e

解：
1 ( 1)

ln( 1)
1 1 1

x
x

x x x
ex d e

dx dx e c
e e e

例 9 求
(1 2ln )

dx
x x

[分析：被积函数中有“
1
x
”及“ ln x”， 1

(ln ) x
x
，故可考虑令 lnu x ] 

解： ln 1 (1 2ln ) 1
ln 1 2ln

(1 2ln ) 1 2ln 2 1 2ln 2
dx d x d x

x c
x x x x

上述各例中，用到如下积分形式：

( ) ( ) ln ( )
( ) ( )

x d xdx x c
x x

2．被积函数为三角函数式的积分
[在计算这种积分的过程中，要用三角函数恒等式进行变形 ] 

例 10 tan xdx

解：
sin cos

tan ln cos
cos cos

x d x
xdx dx x c

x x

[类似可有 cot ln sinxdx x c ] 

例 11 3cos xdx

解： 3 2 2 31
cos cos cos (1 sin ) (sin ) sin sin

3
xdx x xdx x d x x x c

[思考：
3 5

cos ?, sin ?xdx xdx ] 

例 12 求 2 5
sin cosx xdx
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解：

2 5 2 4 2 4 2

2 4 6

3 5 7

sin cos sin cos cos sin (1 sin ) (sin )

(sin 2sin sin ) sin

1 2 1sin sin sin
3 5 7

x xdx x x xdx x x d x

x x x d x

x x x c

例 13 求 2cos xdx

解：

2 1 cos2 1
cos ( cos2 )

2 2
1 1 1 1

( ) cos2 (2 ) sin 4
2 4 2 4

x
xdx dx dx xdx

dx xd x x x c

例 14 求 4
cos xdx

解：

2
4 2 2 21 cos2 1 cos (cos ) (1 2cos2 cos 2 )

2 4
1 1 1 1 cos4 3 1 1

cos2 cos2 cos4
4 2 4 2 8 2 8

xx x x x

x
x x x

4 3 1 1 3 1 1
cos cos2 cos4 sin2 sin4

8 2 8 8 4 32
xdx dx xdx xdx x x x c

[例 11-14 是形如下式的积分： sin cosm nx xdx （m， n 为正整数或零） ] 

当 m、 n 中有一 个是奇 数时， 则用例 11， 12 类似的方 法利用 2 2sin cos 1x x 及

(sin ) cos ,(cos ) sinx x x x 等关系凑微分； 当 m，n全为偶数时，用公式
2 1 cos2

sin
2

及 2 1 cos2
cos

2
两公式进行降幂，最终化为 coskxdx的积分计算 ]。

例 15 求 cos3 cos2x xdx

解：
1 1 1

cos3 cos2 (cos cos5 ) sin sin5
2 2 10

x xdx x x dx x x c

[一般，形如 cos cosmx nxdx ， sin cosmx nxdx， sin sinmx nxdx 的积分，需用积化和

差公式变形 ] 

例 16 求 csc xdx

解 1：
2

( ) (tan )
2 2csc ln tan

sin 22sin cos tan cos tan
2 2 2 2 2

x x
d ddx dx x

xdx c
x x x x xx

解 2：
2 2 2

sin cos coscsc
sin 1 cos cos 1

1 (cos 1) (cos 1) 1 cos 1
ln

2 cos 1 cos 1 2 cos 1

x d x d xxdx dx
x x x

d x d x x
c

x x x
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解法 3：见教材 P135 

例 17 求 5 3
tan secx xdx

解：

5 3 4 2 2 2 2

6 4 2

7 5 3

tan sec tan sec tan sec (sec 1) sec (sec )

(sec 2sec sec ) (sec )

1 2 1sec sec sec
7 5 3

x dx x x x xdx x xd x

x x x d x

x x x c

三、本课小结

在第一类换元法中，选择变量代换 ( )u x ，没有一般规律。要求：熟记基本积分公

式，多做练习。

第三讲 基本积分法（二）

教学目的与要求： 牢固掌握第二类换元法与分部积分法， 能比较熟练地应用这两类方法

进行相关积分计算。

知识点： 第二类换元积分法，分部积分法的有关公式及应用。

教学重点： 第二类换元积分法与分部积分法的理解与应用。

教学难点： 分部积分法的恰当应用， “ ( )u x ”与“ ( )v x ”的正确选择。

教学方式 ：讲授、练习

教学思路：首先使学生对基本公式有较透彻地理解， 然后在此基础上进行一定量的练习。

一、复习

1．基本积分公式；

2．第一类换元法： [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )]f x x dxu x f u du F u c F x c

二、新授

（一）第二类换元法

1．公式
定理 2 （第二类换元法）设 ( )x x t 是单调可导的函数，并且 ( ) 0x t 。

若 [ ( ) ] ( ) ( )f x t x t d t G t c

则 ( ) ( ( ) )f x d x g t x c

其中 ( )t t x 为 ( )x x t 的反函数。
证：由假设， ( ) [ ( )] ( )G t f x t x t ，且函数 ( )x x t 有连续可导的反函数 ( )t t x 。利用

复合函数和反函数的求导法则，有

1
( ) [ ( )] ( ) [ ( )] ( )

( )
d dG dt

G t f x t x t f x t f x
dx dt dx x t

。证毕

利用第二类换元法计算积分的思路可写成：
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( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ( ))f x dxx x t f x t x t dt G t ct t x G t x c

[第一、二类换元法的主要区别：第一换元法从 ( )u x 出发且以 ( )u x 结束， ( )x
可没有反函数； 而第二换元法由 ( )x x t 出发到 ( )t t x 结束， ( )x x t 与 ( )t t x 互为反函数。

在第一换元法中， u是中间变量， x是自变量，而在第二换元法中， x与 t的中间变量与自变
量的地位是变化的。 ] 

2．应用实例
[一般来说，对于被积函数含有根式的不定积分，可通过引入适当的第二类换元法去掉根号 ] 

例 1 求
1

dx
x

[分析：欲去掉根号，显然可令 2x t 。为使函数单调可取 0t ] 
解：令 2x t （ 0t ）则 2dx tdt，从而

2 2 1 1 1
2 2 (1 )

1 1 11

2 2ln 1 2 2ln(1 )

dx tdt t
x t dt dt

t t tx

t t c x x c

[当取 0t 时，有同样的结果：此时 t x ] 

例 2 求 2 2    ( 0)a x dx a

[分析：欲去掉根号，需使 2 2 2 21 ( )
x

a x a
a

成为一个完全平方，只需 21 ( )
x
a
成为

一个完全平方，为此，令 sin
x

t
a

（或 cost）即可 ] 

解：令 sin
2 2

x a t t ，则所给变换为可逆的： 且 arcsin xt
a
， a x a，

cosdx a tdt，
2 2 cosa x a t，所以

2 2 2 2 2 21cos cos cos sin
2 4
ta x dx a t a tdt a tdt a t c

而
2 2 2

2
2

sin2 2sin cos 2 1
x x x a x

t t t
a a a

，所以

2
2 2 2 21

arcsin
2 2
a

a x dx x x a x c

[当令 cosx a t时，应取 0 t ] 

例 3 求
2 2

  ( 0)
dx

a
a x

[分析：令 2 2 2a x u ，则 2 21 ( ) ( )x u
a a

，由三角函数恒等式
2 21 tan sect t 可令

tan
x

t
a

，即 tanx a t ] 

解：令 tanx a t （
2 2

t ），则
2secdx a tdt ， arctan

x
t

a
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2

2 2 2 2 2

sec
sec ln sec tan

tan

dx a tdt
tdt t t c

a x a a t

而 tan x
t

a
，

2
2

2sec 1 tan 1 xt t
a
，所以

2
2 2

122 2
ln 1 ln( )dx x x c a x x c

a aa x
（ 1 lnc c a ）

注 1：本例还可以利用公式 2 21 sh t ch t ，令 x asht 也可得出同样的结果。

注 2：类似可推出： 2 2

2 2
lndx x a x c

x a

[小结：当被积函数含有根式
2 2

a x 时，可作代换 sinx a t （
2 2

x ）或

cosx a t（ 0 x ）代去根式；当被积函数含有根式
2 2a x 时，可作代换 tanx a t

代去根式；当被积函数含有根式
2 2x a 时，可作代换 secx a t代去根式。 ] 

其他例子——倒数变换：

例 4 求
23 2 1

dx

x x x

解：令
1

x
t
，则 2

1
dx dt

t
，当 0t 时

22 2 2

2

2 2

1 1
( )

1 3 23 2 1 3 2 4 ( 1)1

( 1) 1 1
sin arcsin

2 22 ( 1)

dx dt dt
dt

tx x x t t t
t t t

d t t x
c c

xt

当 0t 时，有

22 2

2

1 1 1( ) arcsin
21 3 23 2 1 3 21

dx dt xdt c
t xx x x t t

t t t

3．积分公式的总结与增补，教材 P137：（16）—（ 24）。
（二）分部积分法

1．分部积分公式
定理 3 如果 ( ), ( )u u x v v x 都是可微函数，则

uv dx uv u vdx

也可写为 udv uv vdu

证：由乘积的求导公式，有

( )uv u v uv 或 ( )uv uv vu

从而 ( )uv dx uv dx u vdx uv u vdx。证毕
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[注：应用分部积分公式的思路是：当被积表达式形如 uv dx时，若原积分难于求出，

但 v及 u vdx 均可求出，则采用上述公式计算。使用该公式，关键是如何选择函数 u和 v。

有两点值得坚持：① v容易求出；②积分 vdu 比 udv 容易计算。 ] 

2．基本例题

例 5  求 sinx xdx

[ 分析：若令 x u ，sin x v ，则 1u ， cosv x， ( cos ) cosvdu x dx xdx

比 sinudv x x容易 ] 

解：设 u x ， sinv x，则 1u ， cosv x，从而
sin ( cos ) ( cos )

cos cos cos sin

x x uv dx uv vdu x x x dx

x x xdx x x x c

[注：要令 sinu x， v x，则
2

cos
2
xvdu xdx 比 udv 更难， ,u v的选取不当。 ] 

例 6 求 2 x
x e dx

解：设 2u x ， xdv e dx，则 2 , xdu xdx v e ，从而

2 2 2
2 2

x x x x x
x e dx x e e xdx x e xe dx

上式右边第二个积分比原积分简单—— x的幂降低了一次。再计算 x
xe dx

x x x x xxe dx xe e dx xe e c

所以 2 2 2
12 2 2 ( 2 2 )x x x x xx e d x x e x e e c e x x c（ 1 2c c）

[小结：一般地，设 ( )p x 是多项式，求 ( )sin , ( )cosp x kxdx p x kxdx 及 ( ) kxp x e dx 时（ k

是常数），通常取 ( )u p x ，这样可使多项式的幂数降低一次。熟悉以后， ,u v可不写出。 ] 

例 7 求 arcsin xdx

解：设 arcsinu x， dv dx，则
2

1

1
du dx

x
， v x ，于是

2

2
2

2

arcsin arcsin
1

1 (1 )
arcsin arcsin 1

2 1

x
xdx x x dx

x
d x

x x x x x c
x

例 8 求 3
4x arctgxdx
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解：

3 4 4 4
2

4
4 4 3

2

1
4 arctan tan ( ) arctan

1
1 1 1

arctan arctan arctan
1 3

x xdx arc xd x x x x dx
x

x
x x dx x x x x x c

x

[小结：一般地，设 ( )p x 是多项式，求 ( ) ( )p x f x dx， ( ) ( )p x g x dx时，其中 ( )f x 是最

后一步运算为对数运算的复合函数， ( )g x 是最后一步运算为反三角运算的复合函数，通常
选取 ( )u f x 或 ( )u g x ，而 ( )dv p x dx 。 ] 

例 9 求 sinx
e xdx

解： sin ( cos ) cos ( cos ) cos cosx x x x x xe xdx e d x e x x e dx e x e xdx

而 c o s ( s i n ) s i n s i nx x x xe x d x e d x e x x e d x，所以

cos cos sin sinx x x xe xdx e x e x xe dx

2 sin (sin cos )
x x

e xdx e x x

1
sin (sin cos )

2
x xe xdx e x x c

[小结：一般地，如果被积函数是指数函数与三角函数的乘积形式，则可任意指定指数
函数或三角函数为 u。在使用分部积分法时，有时会出现积分还原的情况，此时通过移项与

原积分合并得出结果， 即由 ( ) ( ) ( )f x F x k f x dx（ 1k ）有
1

( ) ( )
1

f xdx F x c
k

。] 

例 10 求 2tan secx xdx

解：

2

2 2

2

2

tan sec tan sec tan sec sec tan

tan sec sec sec tan sec sec (tan 1)

tan sec tan sec sec

tan sec tan s

x xdx xd x x x xd x

x x x xdx x x x x dx

x x x xdx xdx

x x x ec ln sec tanxdx x x

所以 2 1
tan sec [tan sec ln sec tan ]

2
x xdx x x x x c

3．其他典型例题
① 利用分部积分建立某些积分的递推公式

例 11 求 2 2( )n n
dx

I
x a

( )n N 的递推公式

解：过程见书：

12 2 2 1
1

(2 3)
2 ( 1) ( )

n nn
x

I n I
a n x a

( 1)n

例 12 求 sin n
nI xdx ( 2 , )n n N的递推公式
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解：过程见书： 1
2

1 1 cos sinn
n n

nI I x x
n n

[类似有 2 11 1
cos cos sin cosn n nn

xdx xdx x x
n n

] 

② 其他利用分部积分知识求解的题型：

例 13 设 ( )f x 的原函数为 sinx
x
，求 ( )x f x dx

分析：初见这种题，以为由
2

sin cos sin( ) ( )x x x x f x
x x

，再对 ( )f x 求导，代入

( )xf x dx 直接计算。这很难行得通，况且计算相当复杂。适于应用分部积分法。

解：
sin

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

x f x dx xdf x xf x f x dx xf x c
x

而 2
s i n c os s i n

( ) ( )
x x x x

f x
x x

，所以代入上式得

2sin
( ) cos

x
xf x dx x c

x

例 14 求 arcsin
1

x
dx

x

解：

2 2 2

2

2

arcsin arcsin
( ) arcsin ( 1 ) 2 1 arcsin 2

1 1

2 1 arcsin 2 2 1 arcsin 2

t xx t
dx d t td t t t dt

x t

t t t c x x x c

三、本课小结

本课主要学习了第二类换元法及分部积分法， 要求在深刻领会公式的基础上， 加强练习。

课后练习：

1．补充作业

① 2ln( 1 )x x dx； ②
2

(arcsin )x dx

③
3

2
(ln )x dx

x
④

ln
1

x dx
x

⑤ x x
dx

e e

第四讲 几类特殊初等函数的积分

教学目的与要求： 会求有理函数、三角函数有理式以及简单无理函数的积分。

知识点： 有理函数、三角函数有理式以及简单无理函数不定积分的计算方法。

教学重点： 有理函数不定积分的计算。

教学难点： 有理式分解为最简分式之和的有关理论；无理函数的积分。
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教学方式： 讲授、练习。

教学思路 ：先讲授有理函数分解为最简分式之和的有关理论， 然后讲授有理函数不定积

分，三角函数有理式及简单无理函数不定积分的计算方法。

一、复习

1．基本积分公式；

2．不定积分的换元法及分部积分公式。
二、新授

（一）有理函数的积分

1．最简真分式的积分

① 最简真分式；形如
A

x a
，

( )k

A
x a

， 2

Ax B
x px q

， 2( )k

Ax B
x px q

（A，B，a 为常

数， 0A ，
2

, 4 0k N p q ）的分式称为 x的最简真分式。

② 最简真分式的积分：

ln
A

dx A x a c
x a

； 11 ( )
( ) 1

k
k

A dx x a c
x a k

( 1 )k ；

22
2

2

22
2

2

2 2

( )
2 2

( ) ( )
2 4

( )( ) 2( )
2 2

( ) ( )
2 4

1 2ln( ) ( ) arctan
2 2

4 4

p Ap
A x BAx B

dx dx
p px px q x q

p
d xA d x px q Ap

B
p px px q

x q

p
xA Ap

x px q B c
p p

q q

2( )k
Ax B

dx
x px q

可仿上配方，整理，再利用上一课时关于 2 2( )k
dt

t a
的递推公式算出。

2．一般有理函数的分解

定理 任一有理函数
( )
( )

p x
q x

（ ( )p x 、 ( )q x 均是 x的多项式）总可以表示成一个整式与

前文提到的最简真分式之和。

[注：①分母 ( )q x 中如有因式 ( )
k

x a ，则分解后有下列 k 个最简真分式之和：

1 2
2( ) ( )

k
k

A A A
x a x a x a

；其中 1, , kA A 均为实常数；

②分母 ( )q x 中如有因式 2( ) kx px q （
2 4 0p q ），则分解后有下列 k 个部分分式之
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和： 1 1 2 2
2 2 2 2( ) ( )

k k
k

M x N M x N M x N
x px q x px q x px q

，其中 iM ， iN 都是常数。

例 1 化真分式 2

3
5 6

x
x x

为最简真分式之和

解： 2
3 3

5 6 ( 2)( 3)
x x

x x x x
，设

3
( 2)( 3) 2 3

x A B
x x x x

其中 A、B 是待定常数，在等式两边同乘 ( 2)( 3)x x ，得

3 ( 3) ( 2)x A x B x
比较等式两边 x的系数和常数项，有

1
3 2 3

A B
A B

从而 5A ， 6B ，故有

2
3 5 6

5 6 2 3
x

x x x x
[注：得出 3 ( 3) ( 2)x A x B x 之后，也可采用赋值法确定 A、B：令 2x ，得

5 (2 3) 5A A ；令 3x ，得 6 (3 2) 6B B ] 

例 2 将分式
6 5 4 3 2

4 3 2
3 4 3 3 1

3 3
x x x x x x

x x x x
分解成多项式与最简分式之和

解：用多项式除法可得

6 5 4 3 2 2 4 3 2 3
3 4 3 3 1 ( 1)( 3 3 ) 1x x x x x x x x x x x x

所以原分式
3

2
4 3 2

1
1

3 3
x

x
x x x x

而令
3 3

4 3 2 3 2 3

1 1
3 3 ( 1) 1 ( 1) ( 1)

x x A B C D
x x x x x x x x x x

两边去分母得
3 3 2

1 ( 1 ) ( 1 ) ( 1 )x A x B x x C x x D x

令 0x 得 1A ；令 1x 得 2B ；比较两端 3x 和 2x 项系数，得

1
1, 2

3 2 0
A D

C D
A C D

所以
3

4 3 2 2 3
1 1 2 1 2

3 3 1 ( 1 ) ( 1 )
x

x x x x x x x x
，从而有

原式
2

2 3
1 2 1 2

1
1 ( 1) ( 1)

x
x x x x

3．有理函数的不定积分计算
步骤：①分解为最简分式与多项式之和；②计算各最简分式与多项式的积分。

例 3 求
6 5 4 3 2

4 3 2
3 4 3 3 1

3 3
x x x x x x

dx
x x x x

解：由例 2 得
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2
2 3

3

2

1 2 1 2
( 1 )

1 ( 1) ( 1)

1 1
ln 2ln 1

3 1 ( 1)

x dx
x x x x

x
x x x c

x x

原积分

例 4 求 2

4
( 1)( 3)

x
dx

x x x

解：令 2 2
4

( 1)( 3) 1 3
x A Bx C

x x x x x x
，去分母得

2
4 ( 3) ( )( 1)x A x x Bx C x

用赋值法或比较系数法可得 1, 1A B C ，即有

2 2
4 1 1

( 1)( 3) 1 3
x x

dx dx dx
x x x x x x

而

2 2 2 2

2

2

2

1 1 2 2 1 2 1 1
3 2 3 2 3 2 3

1
( )1 1 2ln( 3)
1 112 2 ( )
2 4

1
2( )1 1 2 2ln( 3) arctan

2 2 11 11

x x x dx
dx dx dx

x x x x x x x x

d x
x x

x

x
x x c

所以 2
2

4 1 2 1l n l n ( 3 ) a r c t a n
( 1 ) ( 3 ) 1 1 1 1

x xdx x x x c
x x x

（二）三角函数有理式的积分

1．三角函数有理式的概念
由三角函数及常数经过有限次四则运算所得到的式子称为三角函数有理式，记作

(sin ,cos )R x x ，其中 ( , )R u v 表示 ,u v两个变量的有理式。
2．三角函数有理式积分的一般求法 —— 万能变换法

令 tan
2
x

t ，则 2
2

sin
1

t
x

t
，

2

2
1

cos
1

t
x

t
， 2arctanx t， 2

2
1

dt
dx

t
，从而有

2

2 2 2

2 1 2
(sin ,cos ) ,

1 1 1
t t dt

R x x dx R
t t t

上式右端被积函数是 t的有理式，即三角函数有理式的积分，总可以通过万能变换化成
有理函数的积分。

例 5 求
5 3cos

dx
x

解：设 tan
2
x

t ，则



124 

2 2 2 2

2

1 2 2
15 3cos 1 8 2 4

5 3
1

1 1 1arctan arctan( tan )
2 2 2 2 2

dx dt dt dt
tx t t t
t

t xc c

3．特殊三角函数有理式积分
① 当被积函数为 (sin )cosR x x时，可令 sin x t ；当被积函数为 (cos )sinR x x时，可令

cosx t ，其中 ( )R u 为 u的有理式。

例 6 求 2
cos

sin sin
x

dx
x x

解：
2 2 2

cos sin 1 1
sin ( )

sin sin sin sin 1
sin

ln ln
1 sin 1

x d x dt
dx x t dt

x x x x t t t t
t x

c c
t x

② 当被积函数为 (tan )R x 或 2 2
(cos ,sin )R x x 时，令 tanx t ，则

2
2 2

1 1
cos

sec 1
x

x t
，

2
2

2 2
1

sin 1
1 1

t
x

t t
， 21

dt
dx

t

2(tan ) ( )
1

dt
R x dx R t

t
，

2
2 2

2 2 2
1

(cos ,sin ) ( , )
1 1 1

t dt
R x x dx R

t t t

例 7 求 2
2

3 cos
dx

x

解：

2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2
2

2 2sin 2cos 2tan 2
3 cos 3sin 2cos 3tan 2

2 2 2 2
23 2 1 3 2 3
3

2 3 3 6 6 tan
arctan arctan

3 3 22 2

dx x x x
dx dx

x x x x
t dt dtdt
t t t t

t x
c c

（三）简单的无理函数的积分

[一般 的无理 函数 的积分 计算 没有 一 般方法 ，我 们仅 介绍 两类 特殊 无理 函数 ：

( , )nR x ax b 及 ( , )n
ax b

R x
cx d

的积分 ] 

1． ( , )nR x ax b dx ( 0 )a

令 nt ax b，则
nt b

x
a
，

1nnt dt
dx

a
，于是，原不定积分化为如下关于 t的有理

函数的积分：

( , )
n nt b nt dt

R t
a a

例 8 求
(1 )

dx
x x
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解：这里 n ax b x ，从而
2, , 2t x x t dx tdt

2
2 2ln 1

(1 ) 1(1 )

2ln(1 )
t x

dt tdt dt
x t t c

t t tx x

x c

例 9 求
31 1

x
dx

x x

分析：这里有两个根式 1x 与 3 1x ，由于 2与 3的公倍数为 6，故 361 ( 1)x x ，

23 61 ( 1)x x ，可令 6 1t x ，则
31x t ， 23 1x t

解：令 6 1t x ，则
6 1x t ，

56dx t dx ，于是

6
5 5 4 3 2 3

3 23

9 8 7 6 5 4

4 7 5 23
3 6 6 32

1
6 6 ( 1)

1 1

6
9 8 7 6 5 4

( 1) ( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1)
6

9 8 7 6 5 4

dx t
t dt t t t t t t dt

t tx x

t t t t t t c

x x x x x x
c

2． ( , )n ax b
R x dx

cx d

令 n ax b
t

cx d
即可仿照上面的积分进行计算。

例 10 求 1 1 x
dx

x x

解：令
1x

t
x
，则 2

1
1

x
t

， 2 2

2
( 1)

t
dx dt

t
，从而

2
2

2 2 2

2

1 1 2
( 1) 2

( 1) 1

12 ln
1

1 1
2 ln ( 1)

x t t
dx t t dt dt

x x t t

tt c
t

x x
x c

x x

课堂练习：
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① 2
1

3 2
x

dx
x x

[答案：
3

2

( 2)
ln

( 1)
x

c
x

] 

② 2
1

2 1
x dx

x x
[答案：

1 2ln 2 1 ln 1
6 3

x x c ] 

③
5 4

3

8x x
dx

x x
[答案： 3 21 1

8ln | | 4ln 1 3ln 1
3 2

x x x x x x c ] 

④
sin cos

dx
x x

[答案：
1

ln tan( )
2 82
x

c ] 

⑤
1 sin cos

dx
x x

[答案： ln 1 tan
2
x

c ] 

⑥
3(1 )
dx

x x
[答案： 6 66( arctan )x x c ] 

⑦
1
1

x dx
x

[答案： 1 1 1ln 2arctan
11 1

x x x c
xx x

] 

三、本课小结：

本次课学习了有理函数、三角函数有理式以及简单无理函数的积分法。

第五讲 不定积分习题课

教学目的与要求： 使学生在前几课时新授的基础上， 进一步理解与不定积分有关的概念

和性质，掌握进行不定积分计算的各种方法与技巧，为下一章定积分的学习打下基础。

知识点： 有关不定积分的所有概念与方法。

教学重点： 不定积分的概念、性质与积分法。

教学难点： 积分的各种技巧的灵活应用。

教学方式 ：讲授、练习。

教学思路： 先进行本章有关概念、方法的复习，然后进行一定量的练习。

一、复习

1．原函数与不定积分的概念与性质；基本积分表；

2．原函数与不定积分的几何意义；
3．第一类积分换元法；
4．第二类积分换元法；

5．分部积分法；
6．有理函数积分法；

7．三角函数有理式的积分法；
8．简单无理函数的积分法。
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二、纠错

针对本章中学生作业中出现的普通性问题进行讲解， 纠正出现的错误， 并分析出错的原

因。

三、课堂练习

计算下列积分：

1． 10( 2)
dx

x x
[答案：

10

10

21
ln

20
x

c
x

] 

2．
ln(1 ) ln

(1 )
x x

dx
x x

[答案：
2

1 1
ln( 1)

2
c

x
] 

3． 2

cos sinx x x
dx

x
[答案：

sin x
c

x
] 

4． 2(1 )x
dx
e

[答案：
1

ln
1 1

x

x x

e
c

e e
] 

5．
4

2 2(1 )
x

dx
x

[答案：
3

2

2 3 3
arctan

2(1 ) 2
x x

x c
x

] 

6． (1 ln )
xe

x x dx
x

[答案： ln
x

e x c ] 

7．
1

(1 )
x

x
dx

x xe
[答案： ln

1 x
x

x c
xe

] 

8．
3

sin
2

cos sin
cos

x x x x x
e dx

x
[答案： sin ( sec )xe x x c ] 

9．
2 2[ln( 1 )]x x dx [答案：

2 2 2 2[ln( 1 ) 2 1 ln( 1 ) 2x x x x x x x c ] 

10． 32 2

ln

(1 )

x dx
x

[答案： 2

2

ln ln( 1 )
1
x x x x c

x
] 

11．
3

2

arccos

1

x x
dx

x
[答案：

2 2 21 1
1 ( 2)arccos ( 6)

3 9
x x x x c ] 

12．
cot

1 sin
x

dx
x

[答案： ln(csc 1)x c ] 

学生先进行独立练习，然后酌情给予下列提示：

1．令 10 2t x ； 2. 令
1

ln ln(1 ) ln
x

t x x
x

；

3. 2
sin cos sinx x x x

x x
； 4. 原积分 2

1
(1 )

x x

x
e e

dx
e

；
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5．
4 4 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
(1 ) (1 ) 1 (1 )

x x x dx
dx dx dx

x x x x
，第一个积分可直接计算，第二

个积分可令 tanx t

6．原积分 ln
x

xe
dx e xdx

x
而 ln ln ln

x
x x xe

dx e d x e x e xdx
x

7．令 1 tt xe

8．原积分
sin sin

2
sin

cos
cos

x x x
xe dx e dx

x
，分别利用分部积分法计算两个积分

9． 2 2[ln( 1 )u x x ， dv dx，进行分部积分

10． lnu x， 32 2(1 )

dx
dv

x
，进行分部积分

11． arccosu x，
3

21

x
dv dx

x
，分部积分

12．原积分 2 2
cos sin

sin sin sin sin
xdx d x

x x x x

第六章 定积分

第一讲 定积分的概念与性质

教学目的与要求： 理解定积分的概念及几何意义，掌握定积分的性质。

知识点 ：定积分的定义，定积分的几何意义，定积分的性质，定积分存在的条件。

教学重点 ：定积分的定义及性质。

教学难点： 定积分的定义。

教学方式： 讲授

教学思路： 由实例引入定积分的定义及几何意义，在此基础进一步研究定积分的性质。

教学过程：

一、导入新课

1．曲边梯形的面积；
2．变速直线运动的路程。
上述两问题都与同样的数学问题有关，由此引进定积分的定义。

二、新课讲授

（一）定积分的定义

定义：设函数 ( )y f x 在给定区间 [a, b]上有定义且有界，在 [ a, b]上任意插入 1n 个分
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点 1 2 1, , ,nx x x 满足： 0 1 2 1n na x x x x x b 将 [a, b] 分成 n 个 子区 间

1[ , ]( 1,2, , )i ix x i n ，记 1( 1,2, , )i i ix x x i n 为每一个子区间的长度。在每一个

子 区间 上 任 取一 点 1[ , ]i i ix x ，作 乘积 ( )i if x ， 并 作和 式：
1

( )
n

i i
i

f x ， 记

1
m a x ii n

x ，若极限
0

1
lim ( )

n

i i
i

f x 存在，则称 ( )f x 在 [a, b]上可积， 此极限值称为区

间[ a, b]上的定积分，记作 ( )
b

a
f x dx，即

0 1
( ) lim ( )

nb

i ia i
f x dx f x （1）

其中 x称为积分变量， ( )f x 称为被积函数， ( )f x dx称为被积表达式， [a, b]称为积分区间，

a称为积分下限， b称为积分上限， ∫称为积分号，
1

( )
n

i i
i

f x 称为 ( )f x 在 [a, b]上的积分和。

[注：上述定义中极限式 （1）式存在是指不管怎样划分区间 [ a, b]，也不管怎样在 1[ , ]i ix x

上选取 i ，极限式（ 1）都存在且相等，此极限值就是定积分 ( )
b

a
f x dx，也就是说定积分

与区间 [a, b]的划分及 i的取法无关。

如果用 “ ”语言，定积分的定义表达如下：

设有常数 A，如果对于 0， 0，使得对于区间 [a, b]的任意分法，不论 i 在

1[ , ]i ix x 中怎样选取，只要 ，总有
1

( )
n

i i
i

f x A 成立，则称 A 是 ( )f x 在 [a, b]

上的定积分。

关于定积分概念的两点说明：

（1）定积分的值仅取决于被积函数与积分区间 [a, b]，而与积分变量的记号无关，即

( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du

（2）规定：若 a b，则 ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx；若 a b，则 ( ) 0

b

a
f x dx

（二）定积分存在的条件：

定理 1 设函数 ( )f x 在区间 [a, b]上连续，则 ( )f x 在 [a, b]上可积。

定理 2 设函数 ( )f x 在区间 [a, b]上有界， 且只有有限个第一类间断点， 则 ( )f x 在[ a, b]

上可积。

例 1 试用定义计算
1

2

0
x dx。
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解：因为被积函数
2

( )f x x 在积分区间 [0, 1]上连续，所以 ( )f x 在 [0，1]上可积，故该

积分与区间 [0，1]的划分法及点 i在 1[ , ]i ix x 上的取法无关。 为便于计算， 不妨把 [0，1]分成

n 等分，分点为 i
i

x
n
（ 1,2, , 1i n ）。这样，每个子区间 1[ , ]i ix x 的长度

1
ix

n

（ 1,2, ,i n ），取 i ix （ 1,2, ,i n ），则有

2 2 2
3

1 1 1 1

3

1 1
( ) ( )

1 ( 1)(2 1)
6

n n n n

i i i i
i i i i

i
f x x x i

n n n
n n n

n

1

1
max{ }ii n

x
n
，当 0时， n ，从而由定积分定义得

1 2
30

1 ( 1)(2 1) 1
lim

6 3n

n n n
x dx

n
（二）定积分的几何意义

由定积分的定义知，定积分具有如下几何意义：

如果在 [a, b]上， ( ) 0f x ，则定积分 ( )
b

a
f x dx在几何上表示由曲线 ( )y f x ，两条直

线 x a， x b与 x轴所围成的曲边梯形的面积。

如果在 [a, b]上， ( ) 0f x ，积分 ( )
b

a
f x dx 表示由 ( )y f x ， x a， x b与 x轴围成

的曲边梯形面积的反数。

当 ( )f x 在 [a, b]上可正可负时，如果约定在 x轴上方图形面积为正，在 x轴下方的图形

面积为负，则定积分 ( )
b

a
f x dx 的几何意义是介于直线 x a， x b， ( )y f x 及 x轴之间

的图形面积的代数和。

例 2 试根据定积分的几何意义求积分 21
b

a
x dx的值

解：显然，根据定积分的定义求解本题的积分是比较困难的。 现根据定积分的几何意义，

把定积分
1 2

0
1 x dx看作图 4 所示的半径为 1 的圆在第一象限部分的面积，所以

1 2 2

0

1
1 ( 1 )

4 4
x dx

思考题： sin cos 0xdx xdx ，为什么？

（四）定积分的性质（假设各积分均存在）

性质 1 [ ( ) ( )] ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx
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证：

0 1

0 0
1 1

[ ( ) ( ) lim [ ( ) ( )]

lim ( ) lim ( )

( ) ( )

nb

i i ia i

n n

i i i i
i i

b b

a a

f x g x dx f g x

f x g x

f x dx g x dx

性质 2 ( ) ( )
b b

a a
kf x dx k f x dx （ k 为常数）

[性质 1、 2 可合为 [ ( ) ( )] ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx（ , 为常数）且

可推广到函数个数多于两个的情形。 ] 

性质 3 ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx

这个性质叫做定积分关于积分区间具有可加性，其中 c可在 [a, b]内也可在 [a, b]外。
证略。

性质 4 （矩形性质）如果在区间 [a, b]上，恒有 ( )f x c（ c是常数），则

( ) ( )
b

a
f x dx c b a 。

特别地 1
b b

a a
dx dx b a。

性质 5 如果在区间 [a, b]上， ( ) 0f x ，则 ( ) 0
b

a
f x dx

性质 6 若在区间 [a, b]， ( ) ( )f x g x ，则 ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx

证：因为 ( ) ( )f x g x ，所以 ( ) ( ) 0f x g x ，由性质 5得

[ ( ) ( )] 0
b

a
f x g x dx

再由性质 1即得 ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx

性质 7 （估值定理）设 M 和 m 分别是函数在区间 [a, b]上的最大值及最小值，则

( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a

证：对任意 [ , ]x a b ，因 ( )m f x M ，由性质 6 知，有

( )
b b b

a a a
mdx f x dx Mdx

再由性质 4 即得要证的不等式。

例 3 估计积分
2

21 1
x

dx
x

的数值范围。

解：令 2( )
1

x
f x

x
[ 1 , 2 ]x ，则

2

2 2
1

( ) 0
( 1)

x
f x

x
（ [1,2]x ）故 ( )f x 在 [1，

2]上单调递减，从而
2 1

(2) ( ) (1)
5 2

f f x f ，从而
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2

21

2 2 1 1(2 1) (2 1)
5 5 1 2 2

x dx
x

例 4 估计
22

1

xe dx的数值范围。

解：先求函数
2

( ) xf x e 在 [1，2]上的最大值与最小值： 4
(2)m f e ， (0) 1M f ，

即 4 ( ) 1e f x [ 1 , 2 ]x ，从而由性质 7 得

22
4 4

1
3 (2 ( 1)) 1(2 ( 1)) 3xe e e dx

性质 8 （定积分中值定理）如果函数 ( )f x 在闭区间 [ a, b]上连续，则在 [a, b]上至少存
在一点 ，使

( ) ( )( )
b

a
f x dx f b a （ a b） （2）

证：因为 ( )f x 在 [a, b]上连续，所以在 [a, b] 上存在最大值 M 与最小值 m，根据性质 7

可知
1

( )
b

a
m f x dx M

b a
。

令
1

( )
b

a
f x dx

b a
，则 m M ，根据闭区间上连续函数的介值定理，在 [a, b]

上至少存在一点 ，使 ( )f ，即
1

( ) ( )
b

a
f f x dx

b a
亦即（ 2）成立。

中值定理的几何意义：设 ( ) 0f x ，则在 [a, b]上至少有一点 ，使曲边梯形面积

( )
b

a
f x dx与以 ( )f 为高， b a 为底的矩形的面积相等。

三、课堂小结

本次课主要学习了定积分的概念、几何意义以及 8 条性质。

四、思考题

有人在证明
1

0
lim 0

1

n

n

x
dx

x
时，使用积分中值定理，得

1

0 1 1

n n
x dx

x
（ 0 1）

由于 lim 0
1

n

n
（ 0 1），所以

1

0
lim 0

1

n

n

x
dx

x
请问这个证明对不对？如果不对，给出正确证明方法。

第二讲 微积分基本公式

教学目的与要求： 理解变上限定积分是其上限的函数及其求导定理， 掌握牛顿 —莱布尼

兹公式。

知识点： 变上限定积分及其导数求法；微积分基本公式。



133 

教学重点： 变上限定积分及其导数求法；微积分基本公式。

教学难点： 变上限定积分及其导数求法。

教学方式： 讲授、练习

教学思路： 由变速直线运动路程问题及用定义计算定积分的困难引入新课， 循序渐进讲

授微积分基本公式。

教学过程：

一、复习引导

1．定积分的定义、几何意义及性质；
2．指出由定义进行定积分计算是相当困难的；需寻找新的计算方法；

3．设物体以速度 V=V（t）（ () 0V t ）作直线运动，物体从时刻 1t t 到 2t t 这段时间

所经过的路程为
2

1
1 2 2 1( , ) ( ) ( ) ( )

t

t
S t t V t dt S t S t 。

此计算方法是否具有一般性？

由此引入新课。

二、新课讲授

（一）积分上限函数及其导数

1．积分上限函数

设函数 ( )f x 在 [a, b]上可积， [ , ]x a b ，则函数 ( )f x 在 [a, x]上可积。定积分 ( )
x

a
f t dt 对

每一个取定的 x值都有一个对应确定的值。记

( ) ( )
x

a
x f t dt （ a x b）

称 ( )x 是积分上限 x的函数， 简称关于 ( )f x 的积分上限函数， 也称变上限的函数或变

上限的定积分。

2．积分上限函数的可导性及求导公式
定理 1 如果函数 ( )f x 在区间 [a, b]上连续， [ , ]x a b ，则积分上限函数

( ) ( )
x

a
x f t dt 在点 x处可导，且它的导数为 ( ) ( ) ( )

x

a
x f t dt f x 。

证：当上限 x获得增量 x时，积分上限函数 ( ) ( )
x

a
x f t dt 的相应增量为

( ) ( ) ( ) ( )

( )

x x x

a a

x x

x

x x x f t dt f t dt

f t dt

因为 ( )f t 在 [ , ]x x x 上连续，根据定积分中值定理，有 ( ) ( )
x x

x
f t dt f x

其中， [ , ]x x x ，这时 ( )f
x

，令 0x ，则 x，从而

0
lim lim ( ) ( )
x x

f f x
x
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即 ( ) ( )x f x。
[这个定理表明， 如果 ( )f x 在[a, b]上连续，则积分上限函数是可导函数， 而且是 ( )f x 的

一个原函数， 从而得到连续函数必存在原函数的结论。 另外，上述定理初步揭示了积分学中

定积分与原函数之间的联系 ]。
由积分上限求导公式及复合函数求导的链式法则，有

推论： 若 ( )x ， ( )x 是 x的可导数， ( )f x 是 [a, b]上的连续函数，且 ( )a x b，
( )a x b，则有

①
( )

( ) ( ( )) ( )
x

a

d
f t dt f x x

dx
；

②
( )

( )
( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

x

x

d
f t dt f x x f x x

dx

证：令
( )

( ) ( )
x

a
x f t dt ， ( )u x ，则有

( )
( ) ( ) ( ( )) ( )

d x d du
f u x f x x

dx du dx
从而①得证：

又因为
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

x x x

x a a
f t dt f t dt f t dt

再由①式，可证得②。

例 1 求下列函数的导数：

（1） 2

0
1

x
t dt；（2）

2cos

sin

x t

x
e dt ；（3）

2
2 2

0
sin

x

x t dt

解：（1） 2 2

0
1 1

xd
t dt x

dx

（2）
2 2 2cos cos sin

sin
( sin ) cos

x t x x

x

d
e dt e x e x

dx

（3）

2 2 2 2

2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

2 4 2

0

3 4 2

0

sin ( sin ) ( sin ) ( ) sin

sin 2 2 sin

2 sin 2 sin

x x x x

x

x

d d
x t dt x t dt x t dt x t dt

dx dx

x x x x t dt

x x x t dt

例 2 设 ( )f x 为连续函数，证明：
0 0 0

( )( ) ( ( ) )
x x t

f t x t dt f u du dt 。

证：设
0

( ) ( )( )
x

F x f t x t dt ，
0 0

( ) ( ( ) )
x t

G x f u du dt

则

0 0 0

0 0

0 0

( ) ( )( ) ( ) ( )

[ ( ) ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x x x

x x

x x

d d d
F x f t x t dt xf t dt tf t dt

dx dx dx
d dx f t dt tf t dt
dx dx

xf x f t dt xf x f t dt

0 0 0 0
( ) ( ( ) ) ( ) ( )

x t x xd
G x f u du dt f u du f t dt

dx
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故 ( ) ( )F x G x 所以 ( ) ( )F x G x c（ c为常数），而 (0) (0) 0F G ，用 0x
代入 ( ) ( )F x G x c，得 0=0+ c，c=0，所以 F(x)=G(x)原式成立。

例 3 求

21

cos

0
lim

sin tan

t

x

x

e dt

x x

解：这是一个
0
0
型的不定式，应用 L’Hospital法则计算。因为当 0x 时， sinx～ tanx～

x，所以
2 2

2

2

1 1
cos

cos cos
20 0 0

cos

0

( sin )
lim lim lim

sin tan 2

sin 1
lim

2 2

t t x
x x

x x x

x

x

e dt e dt e x
x x x x

e x
x e

（二）微积分基本公式

1．微积分基本公式
定理 2 设 ( )f x 在 [a, b]上连续， ( )F x 是 ( )f x 在 [a, b]上的任意一个原函数，则

( ) ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x dx F b F a F x

此公式也称牛顿 —莱布尼兹（ Newton—Leibniz）公式。

证：因为 ( )F x 是 ( )f x 的一个原函数，由定理 1 可知， ( ) ( )
x

a
x f t dt 也是 ( )f x 的一

个原函数，于是这两个原函数只差一个常数，即

( ) ( )x F x c 或 ( ) ( )
x

a
f t d t F x c

在上式中令 x a，得 0 ( )F a c 即 ( )c F a

所以 ( ) ( ) ( )
x

a
f t d t F x F a。

再令 x b，得 ( ) ( ) ( )
b

a
f t d t F b F a。

[这个公式深刻地揭示了定积分与被积函数的原函数或不定积分的内在联系，它把求定
积分的问题转化为求被积函数的原函数问题， 且只要求出被积函数的任何一个原函数， 则这

个原函数在积分上、 下限处的函数值之差就是所求定积分的值。 这就为我们计算定积分提供

了一个简便而有效的方法。 ] 

例 4 求下列定积分：

（1）
1
2
1 2
2

1

1
dx

x
；（2）

2

4

1
dx

x
；（ 3）

3

1
2x dx

解：（1）由 arcsin x是
2

1

1 x
的一个原函数，由公式得：

1 1
2 2
1 12
2 2

1 arcsin ( )
6 6 31

dx x
x
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（2）当 0x 时， 1
x
的原函数为 ln | |x ，所以

2 2
44

1 ln | | ln2 ln4 ln2dx x
x

（3）被积函数 2x 在区间 [ 1，3]上的积分须分区间计算，令 2 0x 得 2x ，故

3 2 3

1 1 2

2 3

1 2
2 2

2 3
1 2

2 2 2

(2 ) ( 2)

2(2 1) 2(3 2) 5
2 2

x dx x dx x dx

x dx x dx

x x

例 5 设
2 , 1 0

( )
, 0 1x

x x
f x

e x
，求

1

1
( )f x dx。

解： ( )f x 是分段函数，在 [ 1， 1]上有界，且只有一个第一类间断点 0x ，故定积分

1

1
( )f x dx 存在。根据定积分的性质，有

1 0 1

1 1 0

0 1
2

1 0

( ) ( ) ( )

x

f x dx f x dx f x dx

x dx e dx

而在 [ 1，0]上， 2
( )f x x 连续，故

30 0 2 0
11 1

1
( ) |

3 3
x

f x dx x dx ，对于
1

0
( )f x dx，

若修正定义， (0) (0 0) 1f f ，则在 [0，1]上 ( )f x 也连续，且 ( ) x
f x e ，故

1 1 1 1 1
0

0 0
( ) 1 1x xf x dx e dx e e e

故
1 1 1

1

1 4
( ) 1

3 3
f x dx e e 。

[注：可积函数改变它在积分区间端点的函数值，积分值是不会改变的。事实上，因为

积分与区间的分法及点 i 的取法无关，所以只要不取区间的端点为 i ，积分和便与区间端

点的函数值无关，因而积分值也与区间端点的函数值无关。 ] 
补例 1 指出下列运算中有无错误？错在何处？

①
2

2

0
( 1 ) 1

x

t dt x ；（应为 2 1 2x x）

②
2

2

0
( 1) 1

x d
t dt x

dt
；（应为

2 2
01 1 1xt x ）

③
1 1

11

1
ln ln1 ln1 0 0 0dx x

x
；（

1
x
在 [ 1，1]上无穷间断）

④
2 2

2 2
00 0

1 cos sin cos 1 1 0xdx xdx x ；（ 2
1 cos sinx x ）
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补例 2 利用定积分计算

2 ( 1)
sin sin sin

lim
n

n
n n n

n

解：原极限 =
1 1

00
1

2 1 1 2
lim sin sin cos

n

n
i

x dx x
n n

补例 3 当 x为何值时，函数
2

0
( )

x tf x te dt有极值。

解：
2

( ) xf x xe ，令 ( ) 0f x 得 0x ，而 0x 时 ( ) 0f x ； 0x 时， ( ) 0f x ，

故 0x 时 ( )f x 有极小值

三、课堂小结：

本次课讲授了微积分基本公式，它是进行定积分计算的基本工具。

第三讲 定积分的换元积分法与分部积分法

教学目的与要求： 牢固掌握定积分的换元积分法与分部积分法， 能较为熟练地进行相应

的计算。

知识点： 定积分的换元积分法与分部积分法。

教学重点： 两种积分的深刻理解与应用，注意 “换元必换限 ”。

教学难点： 两种积分法的灵活、正确应用

教学方式： 讲授、练习

教学思路：先使学生正确而深刻地理解两种方法的基本思想， 在此基础上进行大量练习。

教学过程：

一、复习

（一）定积分的定义；

（二）牛顿 —莱布尼兹公式：若 ( ) ( )F x f x ， [ , ]x a b ，且 ( )f x 在 [a, b]上连续，则

( ) ( ) ( )
b b

aa
f x dx F b F a

（三）不定积分的换元积分法

二、新授

（一）定积分的换元积分法

1．基本公式
定理 1 设：（ 1）函数 ( )f x 在区间 [a, b]上连续；（2）函数 ( )x t 在区间 [ , ]或 [ , ]

上是单值的且有连续导数； （3）当 t在 [ , ]或 [ , ]上变化时， ( )x t 的值在 [a, b]上变

化，且 ( ) a， ( ) b，则有

( ) [ ( )] ( )
b

a
f x dx f t t dt （ *）

证：因为 ( )f x 、 ( )t 、 ( )t 均为连续函数， 所以 ( )f x 及 [ ( )] ( )f t t 都有原函数。设 ( )F x
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是 ( )f x 的一个原函数，则由微积分基本公式，有

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a

又 [ ( ) ] ( ) ( ) [ ( ) ] ( )d d F d xF t f x t f t t
d t d x d t

，可知 [ ( )]F t 是 [ ( )] ( )f t t 的一

个原函数，则由微积分基本公式，有

[ ( )] ( ) [ ( )] [ ( )] ( ) ( )f t t dt F F F b F a

所以原等式成立。

[公式（ *）叫做定积分的换元公式。该公式表明，虽然定积分 ( )
b

a
f x dx中的 dx 是整个

定积分记号不可分割的一部分， 但在一定条件下， 它确实可以作为微分记号来对待。 这就是

说，应用换元公式时， 如果把 ( )
b

a
f x dx 中的 x换成 ( )t ，则 dx 就换成 ( )t dt ，而 ( )t dt 是

( )x t 的微分 dx 。 ] 
注：（1）用 ( )x t 把原来的积分变量 x替换成新积分变量 t， x的积分限也要换成新

变量 t的积分限，即 “换元必换限 ”；

（2）当求出 [ ( )] ( )f t t 的一个原函数 ( )t 后，不必像计算不定积分那样再把 ( )t 变
换成原来的变量 x，而只要把新变量 t的上、下限分别直接代入 ( )t 中，再相减即可。

2．应用举例

例 1 求
1

2 2 2

0
( ) ( 0)

a

a x dx a

解：设 sinx a t，则 cosdx a tdt ，当 0x 时， 0t ；当 x a时，
2

t

于是

1
2 2 2 222

0 0

2 2
2
0

( ) cos

1
( sin 2 ) |

2 2 4

a

a x dx a tdt

a a
t t

[公式（ *）也可以反过来使用，即：如果 ( )t x ， ( )a ， ( )b ，则

[ ( )] ( ) ( )
b

a
f x x dx f t dt

例 2 求 52

0
cos sinx xdx

解：设 cost x，则 sindt xdx ，当 0x 时， 1t ；当
2

x 时， 0t

则

605 5 02
10 1

1
cos sin |

6 6
t

x xdx t dt

[也可不明显写出新变量 t，此时不要变更定积分的上、下限：
6

5 52 2 2
0

0 0

cos 1cos sin cos cos |
6 6

xx xdx xd x ] 
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例 3 计算 3 5

0
sin sinx xdx

解：由于 3 5 3sin sin sin cosx x x x ，在 [0, ]
2
上， cos cosx x，在 [ , ]

2
上，

cos cosx x，所以

3 3
3 5 2 2 2

0 0
2

3 3
2 2 2

0
2

5 5
2 2 2

0
2

sin sin sin cos sin cos

sin sin sin sin

2 2 4sin | sin |
5 5 5

x xdx x xdx x xdx

xd x xd x

x

例 4 求
2

1

2

1x dx
x

解：因 x的变化区域是 [ 2， 1]，所以我们作变量替换 secx t ，t的变化域可限为 [0, ]
2
。

当 2x 时，
3

t ；当 1x 时， 0t 。又 sec tandx t tdt，所以

21 0 0
2

2
3 3

0 2 0

3 3

1 tan
[ ( sec tan ) tan

sec

(sec 1) (tan ) | 3
3

x t
dx t t dt tdt

x t

t dt t t

例 5 证明（ 1）若 ( )f x 在 [ , ]a a 上连续且为偶函数，则

0
( ) 2 ( )

a a

a
f x dx f x dx

（2）若 ( )f x 在 [ , ]a a 上连续且为奇函数，则 ( ) 0
a

a
f x dx

证：因为
0

0
( ) ( ) ( )

a a

a a
f x dx f x dx f x dx，对

0
( )

a
f x dx 作变量替换 x t ，则得

0 0

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

a a

a a
f x dx f t dt f t dt f x dx

从而
0 0 0

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ]
a a a a

a
f x d x f x d x f x d x f x f x d x

（1）当 ( )f x 为偶函数时， ( ) ( )f x f x ，故
0

( ) 2 ( )
a a

a
f x dx f x dx

（2）当 ( )f x 为奇函数时， ( ) ( )f x f x ，故 ( ) 0
a

a
f x dx

[例 5 可作为一个定理，用来简化定积分的计算 ] 

例 6 计算 2 20 32

2

( 1) sinx xdx及
1 2

1
ln( 1 )x x dx
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解：该两积分的区间均为对称区间，且被积函数均为奇函数，故两个积分值均为 0 

例 7 计算 2
2 2

2

( 0)
a

a
a x

dx a
a x

解：原积分 2
2 2 2 2

2 2

a
a

a a
a x

dx dx
a x a x

,上式右端第一个积分的被积函数是偶函

数，第二个积分的被积函数是奇函数，而积分区间 [ , ]
2 2
a a

是对称区间，所以

2 2 2
02 2 2 20

2

2 2 arcsin |
3

a a a

a
a x dx x aa a

aa x a x
例 8 若 ( )f x 在 [0，1]上连续，证明

（1） 2 2

0 0
(sin ) (cos )f x dx f x dx，特别地 2 2

0 0
sin cos ( )n nxdx xdx n N

（2）
0 0

(sin ) (sin )
2

xf x dx f x dx，并由此计算 20

sin
1 cos

x x
dx

x

证：（1）设
2

x t ，则

0
2 2 2

0 0 0
2

(sin ) [sin( )] (cos ) (cos )
2

f x dx f t dt f t dt f x dx

特别地，令 ( ) n
f x x 在 [0， 1]上连续，有 2 2

0 0
sin cosn nxdx xdx

（2）设 x t，则
0

0 0

0 0

(sin ) ( ) [sin( )] ( ) (sin )

(sin ) (sin )

xf x dx t f t dt t f t dt

f t dt tf t dt

移项整理即得：
0 0

(sin ) (sin )
2

xf x dx f x dx。

由上述结论知：

02 2 20 0 0

2

sin cos cos
arctan(cos ) |

1 cos 2 1 cos 2 1 cos 2

( )
2 4 4 4

x x d x d x
dx x

x x x

例 9 设

2

, 0
( ) 1 , 1 0

1 cos

xxe x
f x

x
x

，计算
4

1
( 2)f x dx

解：设 2x t ，则 dx dt ，且当 1x 时， 1t ；当 4x 时， 2t
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从而

2

2

4 2 0 2

1 1 1 0

0 2 4
1 0

( 2) ( )
1 cos

1 1 1 1
tan tan

2 2 2 2 2

t

t

dt
f x dx f t dt te dt

t
t

e e
。

（二）分部积分法

定理 2 设 ( )u x ， ( )v x 在 [a, b]上具有连续导数，则

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )
b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx

证略。

例 10 求 2

0
sinx xdx。

解：
2 2 22

00 0 0

2
0

sin cos cos | cos

sin | 1

x xdx xd x x x xdx

x

例 11 求
1
2

0
arcsin xdx。

解：

1 11
2 22

0 20 0

1
2 2

0

arcsin arcsin |
1

1 3
1 | 1

2 6 12 2

dx
xdx x x x

x

x

例 12 求
1

0

xe dx 。

解：令 x t ，则 2x t ， 2dx tdt ，且当 0x 时， 0t ；当 1x 时， 1t

故
1 1 1

0 0 0
2 2x t te dx e tdt te dt 。

再由分部积分公式，有
1 1 11 1

0 00 0 0
| | 1t t t t tte dt tde te e dt e e 。

所以
1

0
2xe dx 。

例 13 已知 ( )f x 有二阶连续导数，且 ( ) 1f ，
0

[ ( ) ( )]sin 3f x f x xdx ，求 f(0) 

解：由于
0 0 0

[ ( ) ( )]sin ( )sin ( )sinf x f x xdx f x xdx f x xdx对上式第二个积分

用分部积分法，有
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00 0 0

0 0

0 0

( )sin sin ( ) ( )sin | ( )cos

cos ( ) cos ( )

cos ( ) | ( )sin

( ) (0)

f x xdx xdf x f x x f x xdx

xf x dx xdf x

xf x f x xdx

f f
0

( )sinf x xdx

所以
0 0

3 ( )sin ( )sin 1 (0)f x xdx f x xdx f ( 0 ) 2f 。

例 14 计算 2
0

sin ( )
n

nI xdx n N 。

解：

12 2
0 0

1 222
0

0

2 22
0

2 22

0

2

sin sin ( cos )

sin cos | cos ( 1)sin cos

( 1) cos sin

( 1)[ (1 sin )sin ]

( 1) ( 1)

n n
n

n n

n

n

n n

I xdx xd x

x x x n x xdx

n x xdx

n x xdx

n I n I

所以 2
1

n n
n

I I
n

，此即关于 n 的递推公式。

当 n为奇数时， 1
1 3 2

2 3n
n nI I

n n
。

而 02
0 0

sin
2

I xdx ， 2
1 0

sin 1I xdx ，所以

1 3 1
,

2 2 2
1 3 2

1,
2 4

n

n n
n

n nI
n n

n
n n

为偶数

为奇数

由于 2 2
0 0

sin cosn nxdx xdx，所以对 2
0

cosn xdx也有相同结果。

例 14 计算
1 2

1
( 1) ( )nI x dx n N

解：设 sinx t ，则

1 12 2

0 0

2 12
0

2 ( 1) 2( 1) (1 )

2 (2 )!( 1) 2 cos ( 1)
(2 1)!!

n n n

n n n

I x dx x dx

ntdt
n
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补例：①
1

1 5 4
x

dx
x

[提示：令 5 4t x，答案：
1
6

] 

② 2 2 2

0

a
x a x dx [提示：令 sinx a t ；答案：

4

16
a

] 

③
1

2 30 (1 )

dx

x
[提示：令 tanx t，答案：

2
2

] 

④ 1 ln
e

e
xdx [提示：原积分 1

1
( ln ) ln

e e

e
x dx xdx，答案：

1
2(1 )

e
] 

三、课堂小结：

本次课学习了定积分计算的换元积分法与分部积分法，是进行定积分计算的主要方法。

第四讲 广义积分

教学目的与要求： 了解广义积分概念，会进行广义积分计算

知识点： 无穷积分的概念及性质；瑕积分的概念及性质；广义积分的计算方法

教学重点： 广义积分的计算

教学难点： 广义积分的概念

教学方式： 讲授、练习

教学思路： 回顾定积分的定义，引入广义积分的定义，讲授广义积分的计算方法

教学过程：

一、复习

回顾定积分的定义，指出这里用上两个条件：①函数有界，②闭区间 [a, b]，其中任一
条件缺少时使成为广义积分；若函数无界，则称为瑕积分；若区间无限时称为无穷积分。

二、新授

（一）无穷积分

1．定义 1 设函数 ( )f x 在 [ , )a 上连续，对任意 b a ，如果极限 lim ( )
b

ab
f x dx存在，

则称此极限为函数 ( )f x 在无穷区间 [ , )a 上的无穷积分，记作 ( )
a

f x dx。

即 ( ) l i m ( )
b

a ab
f x dx f x dx。

这时，也称无穷积分 ( )
a

f x dx收敛。否则，称它发散或不存在。 [虽然发散积分仍然

采用这个符号，但它已不表示数值概念了。

类似地，可定义 ( )f x 在 ( , ]b 上的无穷积分为

( ) lim ( )
b b

aa
f x dx f x dx
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函数 ( )f x 在区间 ( , ) 的无穷积分定义为

( ) ( ) ( )

lim ( ) lim ( )

a

a

a b

b ab b

f x dx f x dx f x dx

f x dx f x dx

当且仅当上式右端两个极限都存在时，才认为无穷积分 ( )f x dx是收敛的。

在无穷积分收敛时， 也可仿照微积分基本公式书写计算过程。 如果 ( )F x 是 ( )f x 的一个
原函数，则

( ) ( ) ( ) ( )aa
f x dx F x F F a ；

( ) ( ) ( ) ( )
a af x dx F x F a F ；

( ) ( ) ( ) ( )f x dx F x F F

其中， ( ) lim ( )
x

F F x ， ( ) lim ( )
x

F F x 。

例 1 计算 21
dx

x

解：

2 arctan lim arctan lim arctan
1

( )
2 2

x x

dx x x x
x

例 2 计算
0

n x
nI x e dx （n 为正整数）

解：
1

00 0 0
( ) ( )n x n x n x x n

nI x e dx x d e x e e nx dx 。

因为 lim lim 0
n

n x
xx x

x
x e

e
，所以 0 0n xx e ，从而

1

0

n x
n nI n x e dx nI

由此递推公式得：

1 2 0 00
( 1) ! ! !( ) !x x

n n nI nI n n I n I n e dx n e n

例 3 讨论积分 sin x的敛散性

解：

0

0

0

0

0
0

sin sin sin

lim sin lim sin

lim ( cos ) lim ( cos )

lim (cos( ) 1) lim (1 cos )

b

bb b

b
bb b

b b

xdx xdx xdx

xdx xdx

x x

b b
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上述式子右端两个极限均不存在，故原积分发散。

[也可如下判断：
0

0

0
0

sin sin sin

( cos ) ( cos )

1 lim cos lim cos 1
x x

xdx xdx xdx

x x

x x

而上式右端两个极限 lim cos
x

x及 lim cos
x

x均不存在， 所以上式左端的无穷积分发散。 ] 

例 4 证明
1 p

dx
x
，当 1p 时收敛；当 1p 时发散

证：当 1p 时，
1 1

ln
dx

x
x

，发散；

当 p 1 时，
1

11

, 1
1

1
, 11

1

p

p

p
x

dx
px p

p
，因此，

当 1p 时，无穷积分收敛；当 1p 时，无穷积分发散。

2．比较法判断无穷积分的收敛性
上述例 4 可作为某些无穷积分收敛性判别的标准，通过与之比较而确定收敛性。

若当 [1, )x 时， ( ) p
Mf x
x
（M 为常数， 1p ），则

1
( )f x dx收敛；

若当 [1, )x 时， ( ) p

M
f x

x
，（M 为常数， 1p ），则

1
( )f x dx发散。

更一般地，设非负函数 ( )f x 和 ( )g x 在 [ , )a 上连续，记

( )f a
I f x dx ， ( )g a

I g x dx

若 ( ) ( )f x g x （ [ , )x a ），则当 gI 收敛时， fI 收敛；当 fI 发散时， gI 发散。

上述比较判别法也有极限形式，见《高等数学辅导与应试训练》 P223。

例 5 判断广义积分
2

21

sin x
dx

x
的收敛性

解：因为对 [1, )x ，
2

2 2

sin 1
0

x
x x

，而 2 1p ，故
2

21

sin x
x

收敛。

（二）瑕积分

瑕积分又称无界函数的广义积分。

1．定义 2 设函数 ( )f x 在 [a, b]上连续，在 a 点的附近无界，如果极限
0

lim ( )
b

a
f x dx

存在，则称此极限值为函数 ( )f x 在（ a, b）上的瑕积分，记作 ( )
b

a
f x dx，即

0
( ) lim ( )

b b

a a
f x dx f x dx

这里也称瑕积分 ( )
b

a
f x dx 收敛。否则称该瑕积分发散。



146 

类似地可定义其他瑕积分：

若 ( )f x 在 [a, b﹚上连续，而在点 b 的附近无界，定义 ( )f x 在 [a, b﹚上的瑕积分为

0
( ) lim ( )

b b

a a
f x dx f x dx

当极限存在时，称 ( )
b

a
f x dx收敛；否则为发散。

如果 ( )f x 在 [ , ) ( , ]a c c b 上连续，而在 c的邻域内无界，则定义瑕积分

0 0

( ) ( ) ( )

lim ( ) lim ( )

b c b

a a c

c b

a c

f x dx f x dx f x dx

f x dx f x dx

仅当上式右端两个极限均存在时，称其左端的瑕积分收敛；否则为发散。

在瑕积分收敛时，可以仿照微积分基本公式写出计算过程，即

① a为瑕点： ( ) ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x F b F a ，其中 ( ) lim ( )

x a
F a F x ；

② b为瑕点： ( ) ( ) | ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x F b F a ，其中 ( ) lim ( )

x b
F b F x ；

③ c为瑕点：

( ) ( ) ( )

( ) | ( ) |
lim ( ) ( ) ( ) lim ( )

b c b

a a c

c b
a c

x c x c

f x dx f x dx f x dx

F x F x
F x F a F b F x

例 6  计算瑕积分
2 2

( 0)
b

a

dx
a

a x

解： x a为
2 2

1

a x
的瑕点，

02 2
arcsin lim arcsin 0 arcsin

2

b a

a x a

dx x x a
a a aa x

例 7 讨论
1

21

dx
x
的敛散性。

解：被积函数 2
1

( )f x
x
在区间 [ 1，1]上除 0x 外连续，且 20

1
lim
x x

故
1 0

121 0

1 1
lim( ) 1
x

dx
x x x

，即
0

21

1
dx

x
发散，故

1

21

1
dx

x
发散。

注意：一个常犯的错误是忽视 0x 是被积函数 2
1
x
的无穷间断点， 而把上述积分当作常

义积分计算，得到如下错误的结果

1 1
121

1 1
| 1 1 2dx

x x
。
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例 8 证明瑕积分
1

0 p
dx
x
，当 1p 时收敛，当 1p 时发散

证：当 1p 时，
1 1

00 0

1
ln | lim lnp x

dx x x
x

。

当 1p 时，
1 1 1 1

00 0

1
,   11 1 1 1

1| lim
1 1 1

,         1

p p
p x

p
pdx x x

x p p p
p

所以，当 1p 时原积分收敛；当 1p 时，原积分发散。

例 8 求
1

1 2
2 1

dx

x x
。

解： 1x 为瑕点，令 sinx t ，则 cosdx tdt ，于是

1
2 2 2

1 2
2 6 6 6

cos
[ln csc cot

sin cos sin1

ln(2 3)

dx tdt dt
t t

t t tx x

显然，上述瑕积分经换元后化成了常义积分。

三、课堂小结：

本课学习了广义积分的概念及计算方法

第五讲 定积分的几何应用

教学目的要求： 基本掌握定积分的元素法， 会用定积分计算平面图形的面积， 两类特殊

几何体的体积以及平面曲线的弧长。

知识点： 定积分的元素法；平面图形面积的计算； 旋转体体积的计算；截面面积已知的

几何体体积的计算；平面曲线弧长的计算。

教学重点： 定积分的元素法；平面图形面积的计算，旋转体体积的计算。

教学难点：定积分的元素法； 截面面积已知的几何体体积的计算； 平面曲线弧长的计算。

教学方式： 讲授、演示、练习

教学思路： 先讲授定积分的元素法， 由此导出平面图形的面积、 两种特殊几何体体积以

及平面曲线弧长等积分计算公式，再以实例说明公式的运用。

教学过程：

一、复习

1．定积分的几何意义；
2．定积分的定义。

二、新授

（一）定积分的元素法

一般地，如果某一实际问题中的所求量 U 符合下列条件：
（1）U 是与一个变量 x的变化区间 [a, b]有关的量；
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（2）U 对于区间 [a, b]具有可加性， 即，如果把区间 [ a, b]分成许多部分区间， 则 U 相应
地分成许多部分量，而 U 等于所有部分量之和；

（3）部分量 iU 的近似值可表示为 ( )i if x ；

那么，就可考虑用定积分来表示这个量 U，通常用如下方法（微元法或元素法）来建立
所求量 U 的积分式：

（1）根据问题的具体情况，选取一个变量作积分变量，并确定其变化区间 [a, b]；
（2）在区间 [a, b]上任取一个小区间 [ , ]x x dx ，并求出相应于这个小区间的部分量 U

的近似值。如果 U 的近似值可以表示成某连续函数在 x处的值 ( )f x 与 dx 的乘积，就把

( )f x dx称为 U 的元素（或微元） ，且记作 dU，即 ( )dU f x dx；
（3）在整个区间 [ a, b]上以 U 的元素（或微元） ( )f x dx为被积表达式求积分，就得所

求的量： ( )
b

a
U f x dx。

（二）平面图形的面积

1．直角坐标系中平面图形的面积
设 ( )f x ， ( )g x 均为 [a, b]上的连续函数， 且 ( ) ( )f x g x ，则由曲线 ( )y f x ， ( )y g x ，

x a， x b所围成的平面图形面积（由元素法推出）为

( ( ) ( ))
b

a
A g x f x dx

一般，若去掉 ( ) ( )f x g x 的条件，则应有 ( ) ( )
b

a
A f x g x dx 。

类似地，若平面图形由曲线， ( )x y ， ( )x y ， y c， y d围成，则其面积为

( ) ( )
d

c
A y y dy

例 1 求由曲线 2y x ， y x 所围成的面积。

解：作图 3 如右，易求出两曲线交点坐标为 O（0， 0）及 P（1，1），由上述公式知，

所求面积为
1 2

0

1
( )

3
A x x dx 。

例 2 求由抛物线 2
2y x 和曲线 4y x 所围成的面积。

解： 2 2y x 与 4y x 的交点坐标为 P（2， 2）及 Q（8，4）。取 y为积分变量，则

所求面积为
24

2
[ 4 ] 18

2
y

A y dy 。若取 x为积分变量，则

2 8

0 2
[ 2 ( 2 )] [ 2 ( 4)] 18A x x dx x x dx

计算较繁。这说明，应适当选择积分变量，使计算简单。

例 3 求椭圆
2 2

2 2 1
x y
a b

所围成的图形的面积

解：因为椭圆关于坐标轴都对称 （图 5），所以所求面积等于图中阴影部分面积的 4倍，

即有
0

a
A ydx，利用椭圆的参数方程

cos
sin

x a t
y b t

，代入上式中相当于作变量代换。
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此时 sindx a tdt ，当 0x 时，
2

t ；当 x a时， 0t ，所以

0

2

sin ( sin )A b t a t dt ab

一般地，当曲边梯形面积为 ( )
b

a
A f x dx时，若 ( )y f x 的参数方程为

( )
( )

x t
y t

，且

( ) , ( )a b，则 ( ) ( )A t t dt 。

2．极坐标系中平面图形的面积
设曲线由极坐标方程 ( )r r 表示，求由此曲线 ( )r r 及两射线 ， 所围图

形的面积（图 6），其中 ( )r 在 [ , ]上连续，且 ( ) 0r 。

用元素法，在 [ , ]中任取一个小角区间 [ , ]d 。与这个小区间 d 对应的那部分

面积记为 dA （图中阴影部分） 。 dA近似地用半径 ( )r r ，中心角为 d 的扇形面积代替，

即 21
( )

2
dA r d

从而有
21
( )

2
A dA r d 。

例 4 求心形线 (1 cos )r a 所围成的面积。

解：如图 7 所示，此图形关于极轴对称，用 A1表示极轴上方那部分面积（图中阴影部

分），则所求面积为

2 2 2
1 0

1 3
2 2 (1 cos )

2 2
A A a d a

例 5 求由圆 2 sinr 和双纽线 2 cos2r 所围成的公共部分的面积 A（图 8）。

解：由对称性， 只需求出第一象限部分 OBPCO 的面积。 由 2sinr 及
2

cos2r 得

6
，故得两曲线在第一象限的交点 P 的极坐标是

2
( , )

2 6
P ，于是

26 4
0

6

1 1
2 2sin cos2

2 2

1
( 3 3 3)

6

A d d

（三）立体的体积

1．旋转体的体积
（1）旋转体的概念：一个平面图形绕这平面内一条直线旋转一周而成的立体。这条直

线叫做旋转轴。

（2）旋转体体积公式： 由微元法推出， 由连续曲线 ( )y f x ，直线 ,x a x b（ a b）

及 x轴所围成的曲边梯形绕 x轴旋转一周而成的立体的体积为

2( )
b

a
V f x dx （ *）
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而由 ( )x g y ， y c， y d（ c d ）及 y轴围成的曲边梯形绕 y轴旋转一周而成的
立体体积为

2 ( )
d

c
V g y dy （ **）

曲边梯形绕 y轴旋转而形成的几体体积为

2
b

a
A xydx （ *** ）

例 6 求由椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

所围成的图形分别绕 x 轴及 y轴旋转而成的旋转体的体积。

解：先计算绕 x轴旋转所得的体积 V1，该体积可以看成是由上半椭圆
2 2b

y a x
a

及 x轴围成的图形绕 x轴旋转而成的立体，由公式（ *）得

2 2 2 2
1

4
( )

3

a

a

b
V a x dx ab

a

再计算绕 y轴旋转而成的体积 V2。右半椭圆的方程为
2 2a

x b y
b

，由公式（ ** ）得

2 2 2 2
1

4
( )

3

b

b

a
V b y dy a b

b
例 7 计算由摆线 ( sin )x a t t ， (1 cos )y a t 的一拱及 0y 所围成的图形分别绕 x

轴、 y轴旋转而成的旋转体体积。
解：由公式（ *），所述图形绕 x轴旋转而成的立体体积为

2 22 2 2 2 3
1 0 0

(1 cos ) (1 cos ) 5
a

V y dx a t a t dt a

由公式（ *** ）所述图形绕 y轴旋转而成的立体体积为
2 2 3 3

2 0 0
2 2 ( sin ) (1 cos ) (1 cos ) 6

a
V xydx a t t a t a t dt a

2．平行截面面积为已知的立体体积
设某立体夹在过点 x a， x b且垂直于 x轴的两个平面之间（ a b）（图 12），又设

过点 x且垂直于 x轴的截面面积为 A（x）， [,]x ab ，取 x为积分变量， 其变化区间为 [a, b]，
立体中相应于任一小区间 [ , ]x x dx 的薄片的体积，近似于 ( )A x dx，即 ( )dA A x dx，所以

整个立体体积为 ( )
b

a
A A x dx。

例 8 求以半径 R的圆为底， 平行底面且等于底圆直径的线段为顶， 高为 h 的正劈锥体

的体积。

解：取底圆所在的平面为 xOy 平面，圆心 O 为原点，并使 x轴与正劈锥体的顶平行，

底圆的方程为
2 2 2

x y R ，过 x轴上的点 x（ R x R）作垂直于 x轴的平面，截正劈

锥体得等腰三角形的截面。这截面的面积为
2 2( )A x h y h R x ，于是所求正劈锥体体

积为
2

2 2( )
2

R R

R R

R h
V A x dx h R x dx 。

例 9 一平面经过半径为 R的圆柱体的底圆中心， 且与底面的夹角为 ，计算这平面截

圆柱体所得立体的体积。

解：取这平面与圆柱体的底面的交线为 x轴，底面上过圆心，且垂直于 x轴的直线为 y
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轴。那么，底圆的方程为
2 2 2

x y R ，立体中过点 x且垂直于 x轴的截面是一个直角三角

形，它的两条直角边的长度分别为 y及 tany ，即 2 2R x 及
2 2 tanR x ，因而截面面

积为 2 21
( ) ( ) tan

2
A x R x ，所求立体体积为

2 2 31 2( )tan tan
2 3

R

R
A R x dx R

（四）平面曲线的弧长

1．平面曲线弧长的概念

设 A，B 是曲线弧上的两个端点在弧 AB上任取分点 A=M 0，M1，,， M n-1，Mn=B，并

依次连接相邻的分点得一内接折线， 当分点的个数无限增加且每个小弧段都缩向一点时， 如

果此折线的长 1
1

,
n

i i
i

M M 的极限存在， 则称此极限为曲线弧 AB的弧长， 并称此曲线弧 AB

是可求长的。

定理： 光滑曲线是可求长的。

2．平面曲线弧长的计算
设曲线的方程为 ( )y f x （ a x b），其中 ( )f x 在[a, b]上具有一阶连续导数，则由

微元法得弧长微元为 21 ( )ds y dx，从而所求弧长是 21 ( )
b

a
S y dx 。

若曲线以参数方程给出：

( )
( )

x t
y t

t

其中 ( ) , ( )t t 在 [ , ]上有一阶连续导数，则对弧长计算公式为

2 2[ ( )] [ ( )]S t t dt

若曲线以极坐标方程给出： ( )              ( )r r

则 2 2( ( )) ( ( ))S r r d

例 9 求摆线 ( sin )
(1 cos )

x a t t
y a t

0 2 ( 0t a 一拱（图 11）的长度

解： ( ) (1 cos ),    ( ) sinx t a t y t a t

2 2 2 2 2 2[ ( )] [ ( )] (1 cos ) sin 2 sin
2
t

ds x t y t dt a t a tdt a

从而所求弧长
2

0
2 s i n 8

2
t

S a d t a。

三、课堂小结：

本次课学习了利用定积分计算平面图形面积， 旋转体体积， 平行截面面积已知的几何体
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体积，平面曲线弧长的方法。

第六讲 定积分的物理应用

教学目的与要求： 了解定积分在物理学的引力问题、水压力、功及交流电路中的应用，

能用定积分知识解决较为简单的实际问题。

知识点： 引力问题、水压力、 变力沿直线所作的功、函数的平均值及其在交流电路中的

应用。

教学重点： 通过一些常见问题，说明应用元素法把物理量表示成定积分的一般方法。

教学难点： 定积分的数学思想与物理学原理的融合贯通。

教学方式： 讲解、练习

教学思路： 通过常见物理学问题， 说明应用定积分的元素法把物理量表示为定积分的一

般方法。

教学过程：

一、复习

定积分的元素法

二、新授

（一）引力问题

复习：质点间的万有引力定律：质量分别为 m1，m2，相距为 r 的两质点间的引力的大

小为 1 2
2

m m
F k

r
，其中 k为引力常数，引力的方向沿着两质点的连线的方向。

[万有引力定律，仅适用于质点间的情况。非质点的物体间的引力大小需根据微元法的
思想，采用定积分计算 ] 

例 1 设有一均匀细杆， 长为 L，质量为 M，另有质量为 m 的质点和杆在一条直线上，
它到杆的近端的距离为 a，计算细杆对质点的引力。

解：以质点 m处为坐标原点， x轴沿杆向右。取 x为积分变量，在 [ , ]a a L 上取一小

段 [ , ]x x dx ，则小段质量为 M
dx

L
，小段到质点的距离为 x，由万有引力定律，这一小段

对质点的引力为 2
mMdx

dF k
Lx

，其方向沿着细棒所指方向。于是棒对质点的引力为

2
1

( )

a L

a

kMm kMm
F dx

L x a a L

例 2 设有一长度为 L，线密度为 的均匀细直棒，在其中垂线距细棒为 a处有一质量
为 m的质点 A，试计算该细棒对质点 A的引力。

解：建立坐标系。取 x为积分变量，其变化区间为 [ , ]
2 2
L L

，在 [ , ]
2 2
L L

上任取一个小

区间 [ , ]x x dx ，把细棒上相应于这个小区间的小弧段近似地看成质点，其质量为 dx，与

A 点的距离为 2 2r a x 。因此，可以按照两质点间的引力计算公式求出这一小段细棒对
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质点 A 的引力大小 dF 的近似值为 2 2
m dx

dF k
a x

。

由于量 F（引力的大小）对区间 [ , ]
2 2
L L

不具有可加性，即总量 F 不等于对应各部分区

间的各部分量 dF 直接相加，所以应作分解。设 xF ， yF 分别表示 F 沿水平方向与垂直方向

分力的大小，则

32 2 2 2 2
cos

( )
y

m dx am dx
dF k k

x a a x

32 2 2 2 2
sin

( )
x

m dx m xdx
dF k k

a x a x

于是 2
3 2 22 2 2

2

2

4( )

L

Ly
am dx km L

F k
a a La x

2
32 2 22

0
( )

L

Lx
m xdxF k

a x
因此，所求的细直棒对质点 A 的引力大小为

2 2

2

4
y

km L
F F

a a L

方向与细直棒垂直且由 A指向细棒。
（二）水压力

物理知识：在水深 h 处的压强为 P rh ，这里 为液体的密度。如果有一面积为 A 的

平板水平放置在深为 h 处，那么，平板一侧所受液体的压力为： F PA
如果平板垂直放置在水中，那么，由于水深度不同的点处压强 P 不相等，平板一侧所

受的水压力就不能用上述的方法计算。此时可用积分微元法处理。

例 3 一闸门呈倒置的梯形，两底长度分别为 2a ， 2b （ a b），高为 h 。求满水时闸
门一侧所受水压力的大小？

解：取特定坐标系，则直线 AB的方程为 a b
y x b

H
。

在 [0，H ]中任取一个小区间 [ , ]x x dx ，与这个小区间相对应的窄条所处的深度为 x，

所以，这一窄条上所受的水压力近似地可表为

(2 ) 2 ( )
a b

dF x y dx x x b dx
H

所以闸门一侧所受的水的压力为

2

0

1
2 ( ) (2 )

3

H a b
F x x b dx a b H

H
（三）变力沿直线所作的功

物理知识： 如果物体在常力 F 的作用下沿直线运动， 且力的方向与物体运动方向一致，

那么，在物体移动了距离 S时，力对物体所作的功为： W F S
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在实际问题中， 物体在运动过程中所受到的力是变化的。 那么上述公式就不能直接使用。

此时可用元素法导出变力沿直线所作的功的计算公式。

设物体运动的直线为 Ox 轴，物体在 x处所受的力为 ( )F F x（方向与运动方向一致） ，

取 x为积分变量，其变化范围为 [ a, b]，设 [ , ]x x dx 为 [a, b]上的任一小区间，当物体从 x移
动到 x dx ，力 ( )F F x 的变化很小，可以近似看作是不变的，于是，变力对物体所做的
功近似地为 ( )F x dx，即功元素为 ( )dW F x dx。

因此，当物体由点 a 移动到点 b 时，外力 F对物体所做的功为 ( )
b

a
W F x dx。

例 4 两质点 A、B 的质量分别为 M，m，相距为 a，将质点 B沿直线 AB 移至距 A 为 b

的位置 B ，求克服引力所作的功。

解：取坐标系。当质点 B位于 x处时，两质点之间的引力的大小为 2( ) kMmF x
x
。

所以由上述公式，所求的功为

2
1 1

( )
b

a

kMm
W dx kMm

x a b
下述例子，虽不是变力沿直线所作的功，但也用积分进行计算：

例 5 设有半径为 10m 的半球形水池盛满了水， 现将池内的水全部抽出， 问需要作多少

功？

解：以球心为坐标原点， Ox 轴垂直向下建立坐标系
取深度 x为积分变量，其变化区间为 [0，10]。相应于 [0，10]上任一小区间 [ , ]x x dx 的

一薄层水的高度为 dx ，水的密度为 9.8N/m 3，因此，如 x的单位是 m，这一层水的重量近似

于 2 29.8 (10 ) ( )x dx N ，这层水抽出池外需做的功近似地为
2 29.8 (10 )dW x xdx

于是所求的功为
10 2 2 4

0
9.8 (10 ) 2.45 10W x dx （J）。

（四）函数的平均值及其在交流电路中的应用

1．函数的平均值
设函数 ( )y f x 在区间 [a, b]上连续，把 [a, b]分成 n等分，分点为

0 1 1n na x x x x b

每一小区间的长度为 i
b ax

n
，令在各分点处的函数值分别为 1 2, , , ny y y ，这 n 个

函数值的平均值为 1 2 ny y y
n

。显然，当 n 越大，即每份的长度 ix 越小，上式所表

示的平均值就越能确切地表达函数 ( )f x 在 [ , ]a b 上所取得的一切值的平均值，因此，我们把

极限 1 2lim n

n

y y y
n

叫做函数 ( )f x 在 [ , ]a b 上的平均值，记作 y ，即

1 2 1 2

1

( ) ( ) ( )
lim lim

1 1
lim ( ) ( )

n n

n n

n b

i i an
i

y y y f x f x f x
y

n n

f x x f x dx
b a b a

显然，定积分中值定理中的 ( )f 就是 ( )f x 在区间 [a, b]上的平均值。

例 6 计算从 0秒到 T 秒这段时间内自由落体的平均速度。
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解：自由落体的速度为 V gt ，所要计算的平均速度为
0

1
2

T gTV gtdt
T

。

2．函数平均值在交流电路中的应用
在交流电路中，电流强度 I 是随时间变化的，是时间 t的函数，因而 2P I R所表示的

功率只是时刻 t的瞬时功率。由于使用电器的时间一般不是一瞬间，而是一段时间，所以需
要计算一段时间的平均功率。

例 7 计算纯电阻电路， 正弦交流电 sinmi I wt 在一个周期上的功率的平均值 （简称平

均功率），其中 mI 是电流的极大值（峰值） 。

解：设电阻为 R，那么这电路中电压为 sinmu iR I R wt 。

而功率为
2 2sinmP ui I R wt 。

因此功率在长度为一个周期的区间
2

[0, ]
w
上的平均值为

2
2 2 2

0

1
sin

2 2
w

m m
w

P I R wtdt I R

补充例题：

一个半径为 R的半圆环导线， 均匀带电， 电荷密度为 ，在圆心处放置一个带电量为 q
的点电荷，求它们之间的作用力。

解：建立坐标系如图 6，则导线所在半圆的方程为

2 2y R x 2

2 2
(1 )

R
ds y dx dx

R x

ds所带电量为 ds， ds与 q之间的作用力大小为 2 2
ds q k qds

dF k
R R

设作用力 F 在垂直方向与水平方向的分力大小分别为 yF 与 xF ，则

2 2
2 3 22 2y

k qds y k q R k qdx
dF R x dx

R R R RR x

2 3 2 2 2 2 2x
k qds x k qx Rdx k qxdF dx

R R R R x R R x

故 2
2R R

y yR R

k q k q
F dF dx

R R
， 0xF

所以 yF F ，方向指向 q。

第七讲 定积分习题课
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教学目的与要求： 使学生在前几课时新授的基础上， 进一步理解与定积分有关的概念与

性质，掌握进行定积分计算的各种方法和技巧以及定积分在几何和物理中的应用。

知识点： 有关定积分的所有概念、性质、方法、广义积分知识，定积分的应用。

教学重点： 定积分的概念、性质、计算方法及几何应用；微积分基本定理。

教学难点： 定积分的概念、定积分求体积，物理应用。

教学方式： 复习，练习

教学思路： 先进行本章有关知识的复习，然后进行一定量的练习。

教学过程：

一、复习

1．定积分的概念、性质、几何意义，积分上限函数，微积分基本定理；
2．定积分的换元积分法；
3．定积分的分部积分法；

4．广义积分的定义及计算方法；
5．定积分的几何应用（平面图形面积、特殊体积、平面曲线弧长） ；

6．定积分的物理应用（引力、功、压力、平均值等） 。

二、纠错

针对本章学习过程中学生作业中出现的普遍性问题进行讲解，分析出现错误的原因。

三、课堂练习 （学生先独立做，然后根据具体情况进行讲评，给出解答）

1．设 ( )f x 在[ a, b]上连续，在（ a, b）内可导且 ( ) 0f x ，记
1

( ) ( )
x

a
F x f t dt

x a
。

证明在（ a, b）内有 ( ) 0F x 。

证： ( )f x 在[a, b]上连续，故 ( )F x 在（a, b）内可导，且由积分中值定理， 存在 [ , ]a x ，

使 ( ) ( )( )
x

a
f t dt f x a ，从而

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

x

a
x a f x f t dt x a f x x a f f x f

F x
x a x a x a

由于 ( ) 0f x ，故当 a x时， ( ) ( ) 0f x f ，而 0x a ，所以 ( ) 0F x ，证

毕。

2．求

2

2

2

0

2

0

( )
lim

x t

xx t

e dt

e dt

解：显然此极限为 型，应用 L Hospital 法则得

2 2 2
2

2 2 2
0 0

2

2 2 2
lim lim lim

2
1

lim 0

x xt x t x

x x xx x x

x

e dt e e dt e

e e e x

x

原极限

3．设
1

1
( ) xI a x ae dx， 1a ，求 ( )I a 的最大值
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解：
1 1 1

1
( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2

a x x a

a
I a a x e dx x a e dx e a e e e

1
( ) 2 ( )

a
I a e e e

令 ( ) 0I a ，得
1

ln
2

e e
a ，当

1

[ 1,ln ]
2

e e
a 时， ( ) 0I a ；当

1

(ln ,1]
2

e e
a

时， ( ) 0I a 。所以 ( )I a 在
1

ln
2

e e
a 取得最小值。而

1 1 1
(1) 2 ( ) 2 3I e e e e e e ，

1( 1)I e e ，所以 1a 时， ( )I a 取得最大值 1( 1)I e e 。

4．设 ( )f x 在 [0，1]上可微，且满足
1
2

0
(1) 2 ( )f xf x dx，证明在 [0，1]内至少有一点 ，

使
( )

( )
f

f 。

证明： ( )f x 在 [0，1]上可微，从而连续

∴ 必存在
1

[0, ]
2

a ，使

1
2

0

1
(1) 2 ( ) 2 ( ) ( )

2
f xf x dx af a af a

令 ( ) ( )F x xf x ，则 ( ) ( )F a af a ， (1) (1) ( )F f af a ，则由罗尔定理知，必存在

[ ,1]a ，使 ( ) 0F ，而 ( ) ( ) ( )F x xf x f x ，故有 ( ) ( ) 0f f ，此即要证的等

式。

5．设
1

1

ln
( )

1
x t

f x dt
t
，试求

1
( ) ( )f x f

x

解：
1

1 ln
( )

1

x t
f dt

x t
， 令

1
t

u
，则

1

21 1 1

1lnln 1 ln 1
( ) ( )

11 11

x x
x t uuf x dt du du

t u u u
u

1 1

1 1

2

1

1 ln 1 ln
( ) ( )

1 1
ln 1 1( 1) ln
1

ln
ln ln

2

x x

x x

x

t t
f x f dt dt

x t t t
t dt t dt
t t t

x
td t

6．已知
2

00

1
lim 1

sin

x

x

t
dt

bx x a t
，试求 ,a b。

解：显然， 0x 时，
2

0

1
sin

x t
dt

bx x a t
为

0
0
型，由罗比塔法则得

2 2

00 0

1 1lim lim 1
sin cos

x

x x

t xdt
bx x b xa t a x

由于 0x 时， 2 0x ，故应有 cos 0b x ，即 1b
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又由于
2

1 c o s ~
2
x

x （ 0x ），所以有

原极限
2

20 0

1 2 2
lim lim 1

2

x x

x
x a x a x a

，即 4a

综合上述推导知： 4, 1a b

7．设 ( )f x 在闭区间 [a, b]上可导，且 ( )f x M ， ( ) 0f a ，证：
2

( ) ( )
2

b

a

M
f x dx b a

证：由于 ( )f x 在闭区间 [a, b]上可导，则由中值定理知， 对 [ , ]x a b ，总存在 [ , ]a x ，
使 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )f x f x f a f x a M x a ，从而

2
2( )

( ) ( ) ( )
2 2

b b b
aa a

x a M
f x dx M x a dx M b a

8．设 ( )f x 是连续函数，且
1

0
( ) 2 ( )f x x f t dt ，求 ( )f x 。

解：令
1

0
( )f t dt a，则 ( ) 2f x x a，从而

1 1

0 0

1
( ) ( 2 ) 2

2
a f t dt t a dt a

所以
1
2

a ，即 ( ) 2 1f x x a x

9．设
2

2

sin( )
( )

x xt
f x dt

t
，求 ( )f x

解：令 u xt，则 u
t

x
，

du
dt

x

当 2t 时， 2u x；当 2t x 时， 3u x ，于是得
3

2

s i n
( )

x

x

u
f x du

u
。

所以
3

2 3
3

sin( ) sin 2 3 1( ) 3 2 sin( ) sin 2
2

x xf x x x x
x x x x

。

10．设 ( )g x 处处连续，又 2

0

1
( ) ( ) ( )

2

x

f x x t g t dt ，求 ( )f x 。

解：

2 2

0

2 2

0 0 0

1( ) ( 2 ) ( )
2
1 1

( ) ( ) ( )
2 2

x

x x x

f x x xt t g t dt

x g t dt x t g t dt t g t dt

2 2 2

0 0

0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( )

x x

x x

f x x g t dt x g x t g t dt x g x x g x

x g t t g t dt

11．设
0

sin
( )

x t
f x dt

t
，计算

0
( )f x dx
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解：

00 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( )

sin sin

sin
( ) sin 2

f x dx xf x xf x dx

t x
x dx

t x
x

x dx xdx
x

12．设 ( )f x 在 [0,1]上连续，且
1

0
( ) 0f x dx ，试证：存在 [0,1] ，使 (1 ) ( ) 0f f 。

证：设 ( ) ( ) (1 )F x f x f x
1

0
( ) 0f x dx

1

0
(1 ) (1 ) 0f x d x

即
1

0
( 1 ) 0f x d x

1

0
[ ( ) ( 1 ) ] 0f x f x d x

即
1

0
( ) 0F x d x

由积分中值定理知，存在 [0,1] ，使
1

0
( )(1 0) ( ) 0F F x dx

即 ( ) ( ) 0f f 。

13．设 ( )f x 在 [a, b]上二阶导数连续，且 ( ) 0f x ，试证明 ( ) ( ) ( )
2

b

a

a b
f x dx b a f

证：令 ( ) ( ) ( ) ( )
2

x

a

a xF x f t dt x a f

则
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

a x a x
F x f x f x a f

而由拉格朗日中值定理，必存在 [ , ]
2

a x
x ，使 ( ) ( ) ( )

2 2
a x x a

f x f f

所以 ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ]
2 2 2 2 2

x a x a a x x a a x
F x f f f f

再由于 ( )f x 在 [a, b]上二阶可寻，且 ( ) 0f x ，从而有 [ , ]
2

a x

使 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

a x a xf f f ，

所以有 ( ) ( ) ( ) 0
2 2

x a a x
F x f 。

即 ( )F x 在 [a, b]上不增，而 ( ) 0F a ，故 ( ) ( ) 0F b F a ，即

( ) ( ) ( ) 0
2

b

a

a b
f x dx b a f

原不等式成立。
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第七章 无穷级数

第一讲 常数项级数

教学目的与要求： 理解无穷级数的定义， 区分有限多个数相加与无穷多个数相加的本质

区别，掌握无穷级数收敛的意义和性质， 以及级数收敛的必要条件， 会判断简单级数的敛散

性。

知识点： 常数项级数的定义；级数收敛的性质；级数收敛的必要条件。

重点： 级数敛散性的判断。

难点： 求收敛级数的和。

教学方式 ：讲授。

教学思路： 首先由数列引入常数项级数的定义、 部分和数列， 判断级数的敛散性关键在

于求部分和数列的极限， 若极限存在，说明级数收敛，否则级数发散， 可列举简单题型教会

学生如何根据定义来判断级数的敛散性，最后介绍收敛级数的性质和级数收敛的必要条件。

教学过程：

1．常数项级数的定义

对于已给数列 nu ，把它的各项依次用加号连续起来的表达式：

1 2
1

n n
n

u u u u

称为常数项次数， nu 称为该级数的通项或一般项。

1 2
1

n

n k n
k

S u u u u

称为该级数的部分和， { }nS 称为该级数的部分和数列。

2．常数项级数收敛的定义

定义 1 若级数
1

n
n

u 的部分和数列 { }nS 收敛，即 lim nn
S S，则称该级数收敛，并称

1
lim lim

n

n kn n k
S S u 为它的和，记作

1
n

n
u S；否则，称该级数发散，

1
n n k

n
r S S u

称为该级数的余项，且 lim lim( ) 0n nn n
r S S

例 1 讨论公比为 q的等比级数（也叫几何级数）

1 2 1

1

n n

n

aq a aq aq aq （ 0a ）的敛散性。
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解：该级数的部分和为

2 1

(1 )
1

1
1

n

n
n

a q
q

S a aq aq aq q
na q

时

时

① 当 1q 时， lim 0n

n
q ，从而

(1 )
lim lim

1 1

n

nn n

a q a
S

q q
，故级数收敛，其和为

1
a

q
；

② 当 1q 时， lim nn
S ，故该级数发散；

③ 当 1q 时， lim limn
n n

S na ，故级数发散；

④ 当 1q 时，该级数变为 1
( 1)

n
a a a a

其部分和
0

n
a n

S
n
为奇数

为偶数
, 显然 lim n

n
S 不存在，此时级数也发散。

综上所述，当 1q 时，级数
1

1

n

n
aq 收敛，其和为

1
a

q
；当 1q 时，级数

1

1

n

n
aq 发

散。

等比级数为常用的数项级数， 对于它的敛散性结论要求学生当作公式来熟记， 必须牢牢

掌握，且会运用。

例 2 证明级数
1

1 1 1 1
( 1) 1 2 2 3 ( 1)n n n n n

收敛，且其和 S=1 

证：由于级数的部分和数列

1 1 1
1 2 2 3 ( 1)

1 1 1 1 1(1 ) ( ) ( )
2 2 3 1
11

1

nS
n n

n n

n

而
1

lim lim(1 ) 1
1

nn n
S

n
，所以该级数收敛，且其和 S=1。

此题的关键在于部分和的计算， 怎样把一般项拆成两项的差， 从而使得一些项相互抵消，

这是代数运算中常用的方法，要求学生会运用。

例3 讨论级数
1

1
1n n n
的敛散性。

解：此级数的部分和为
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1 1 1
1 2 2 3 1

( 2 1) ( 3 2) ( 1 )

1 1

nS
n n

n n

n

而 lim nn
S ，故此级数发散。

此题求部分和主要运用了分母有理化的知识，从而使得各项中的某些项可以相互抵消，

这也是求部分和中常用的方法。

3．无穷级数的基本性质

性质 1 若级数
1

n
n

u 与
1

n
n

v 都收敛，则

（1）级数
1

( )n n
n

u v 也收敛，且
1 1 1
( )n n n n

n n n
u v u v

（2）级数
1

n
n

ku （ k 为常数）也收敛，且
1 1

n n
n n

ku k u

（3）若 n nu v ，则
1 1

n n
n n

u v

证：（1）设级数
1

n
n

u 与
1

n
n

v 的部分和分别为 n 与 n

则级数
1

( )n n
n

u v 的部分和 nS 为：

1 1 2 2( ) ( ) ( )n n n n nS u v u v u v

而 lim nn
， lim nn

，所以 l i m l i m ( )n nn n
S

这说明级数
1

( )n n
n

u v 收敛，且其和为 。

（2）、（ 3）的结论类似，由学生自己证明。
这个性质说明收敛的级数可以进行线性运算，还可以比较大小。

例 4 判别级数
1

1

2 ( 1)
3

n

n
n

是否收敛？若收敛，求其和。

解：因为级数
1

2
3n

n

是公比 1 1
3

q 的等比级数，所以收敛，且其和为

2
3 11

1
3

。

1

1

( 1)
3

n

n
n

是公比 1
1

3
q 的等比级数，所以收敛，且其和为

1
13

1 41 ( )
3

。

由上述性质可知级数
1

1

3
)1(2

n
n

n

收敛，且其和为
4
5

4
1

1 。

注意：只有收敛的级数可以进行加减，若两级数中有一个发散，那么结论都不成立。

性质 2 在级数的前面去掉或加上有限项，不改变级数的敛散性。
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证：设有级数

1 2 1k k k nu u u u u

将其前 k项去掉，得到新级数

1 2k k k nu u u

于是新得的级数的部分和为

1 2n k k k n k n ku u u S S

其中 kS 和 nkS 分别为原来级数的前 k项及 nk 项之和，由于 k固定，故 kS 为定数。

从而当 n 时， n与 nkS 或者同时有极限，或者同时没有极限，若同时有极限，则

kSS ，其中 nn
lim ， nkn

SS lim 。

同理可证在级数的前面部分加上有限项，不改变级数的敛散性。

如：级数 12
1

16
1

8
1

4
1

2
1

1 n

是公比为
2
1
的等比级数，因而收敛，其和为 2

2
1

1

1

如果去掉级数的前三项，所得新级数为：
32
1

16
1

8
1

它仍然收敛，且其和为
4
1

2
11

8
1

特别要注意的是：两级数的敛散性虽然相同，但当二者收敛时，其和不相同。

性质 3 收敛级数加括弧后所得级数仍收敛，且其和不变。
证：设有收敛级数

1 2 nS u u u

将它按照一定的规律加括号后，把每个括号的值看作一项，得到新级数，例如：

1 2 3 4 5( ) ( )u u u u u

因 m表示新级数的前 m项的和，因 nS 表示相应于 m 的原级数的前 n 项的和，则有

11 S ， 22 S ， , ， mm S ，,

显然，当 m 时， n ，从而 SSnnmm
limlim ，

运用此性质要注意，收敛级数去括号后所成的级数不一定收敛，如级数

)11()11(

显然收敛于 0，但去括号的级数 1111 却是发散的。

推论： 如果加括号后的级数发散，则原级数也发散。
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例 5 证明调和级数
n
1

3
1

2
11 是发散的。

证：将此级数的两项，两项，四项，八项，,
m2 项， , 括在一起，有

)
2

1
22

1
12

1
()

8
1

7
1

6
1

5
1

()
4
1

3
1

()
2
1

1( 1mmm

显然
2
1

2
1

1 ，
1 1 1 1 1
3 4 4 4 2 2

1
8
1

8
1

8
1

8
1

8
1

7
1

6
1

5
1

,

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

22
1

12
1

1111 mmmmmm

故加括号后的级数前 1m 项的和大于
2

1m ，从而这级数发散， 由推论知调和级数也

发散。

4．级数收敛的必要条件

定理 若级数
1

n
n

u 收敛，则它的一般项 nu 趋于零，即 lim 0nn
u

证：设 nS 为
1

n
n

u 的部分和，因为 1n n nu S S

假设级数
1

n
n

u 收敛于 S，即 SSnn
lim 。

故 1lim lim( ) 0n n nn n
u S S S S 。

注意： lim 0n
n

u 是级数
1

n
n

u 收敛的必要条件，而不是充分条件，若 lim 0n
n

u ，那

么级数
1

n
n

u 必发散，所以，常用必要条件判断级数发散的情况。如级数

127
4

5
3

3
2

1
n
n

由于
1

lim lim 0
2 1 2

nn n

n
u

n
，因此，该级数是发散的。

小结：引导学生一起回忆本次课讲述的基本内容、 级数收敛的定义、 级数的性质以及级

数收敛的必要条件。牢牢记住等比级数当 1q 时收敛，当 1q 时发散和调和级数是发散

的结论。
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第二讲 正项级数的审敛法

教学目的与要求： 理解正项级数、 交错级数和任意项级数的定义， 掌握正项级数的三个

审敛法， 交错级数的判别法， 会运用这些判别法判断级数的敛散性。 对于任意项级数要求能

够判断它的绝对收敛和条件收敛问题。

知识点： 正项级数的审敛法：比较审敛法；比较审敛法的极限形式；比值审敛法；柯西

审敛法；莱布尼兹判别法；绝对收敛和条件收敛。

重点： 正项级数的三个审敛法和莱布尼兹判别法

难点： 比较审敛法

教学方式： 讲授

教学思路：

对于正项级数
1

n
n

u （ 0nu ）它的部分和数列 }{ nS 单调增加，由于单调有界数列必

有极限，由此给出正项级数收敛的充要条件是它的部分和数列有界， 接着讲述比较审敛法和

它的极限形式， 利用该审敛法讨论 p-级数的敛散性。 p-级数敛散性的结论要求学生熟记。 比

值审敛法和柯西审敛法都是利用已知级数本身的条件判断该级数的敛散性， 相对比较审敛法

而言较容易些，但在运用过程中必须注意，若判别法失效，必须改用其它方法来判断。

其次介绍交错级数的敛散性，只要它满足两个条件： 1n nv v ； lim 0nn
v ，则交错级

数 1

1
( 1)n

n
n

v 收敛，且其和 1S v 。最后引导学生利用上述审敛法讨论任意项级数的绝对

收敛和条件收敛问题。

教学过程：

一、正项级数的审敛法

定义： 如果级数
1

n
n

u 的一般项 0nu ，则称该级数为正项级数。

设级数
1

n
n

u （ 0nu ）的部分和数列为 nS ，显然 }{ nS 是一个单调增加数列：

nSSS 21

由此可得：

定理 1 正项级数收敛的充要条件是它的部分和数列有界。

定理 2 （比较审敛法）设
1

n
n

u 与
1

n
n

v 都是正项级数。

（1）若 ( 1,2, )n nu v n ，且
1

n
n

v 收敛，则
1

n
n

u 也收敛；
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（2）若 ( 1,2, )n nu v n ，且
1

n
n

v 发散，则
1

n
n

u 也发散。

证：（1）设
1

n
n

v 收敛于 a，并且 ( 1,2, )n nu v n ，则级数
1

n
n

u 的部分和

1 2 1 2n n nS u u u v v v a

从而正项级数
1

n
n

u 的部分和数列有界，根据定理 1 可知，级数
1

n
n

u 收敛。

（2）用反证法，假设级数
1

n
n

u 收敛，由（ 1）知
1

n
n

v 收敛，这与
1

n
n

v 发散矛盾，故

级数
1

n
n

u 必发散。

例 1 讨论 p-级数
1

1 1 1
1

2p p p
n n n

的敛散性，其中常数 0p 。

解：当 p=1 时，为调和级数是发散的

当 p<1时，因为
1 1

pn n
，而

1

1

n n
发散，由比较审敛法可知，

1

1
p

n n
也是发散的。

当 p>1时，因当 nxn 1 时，有 pp xn
11
，所以

1111

1
)1(

1
1

1111
pp

n

n p

n

n pp nnp
dx

x
dx

nn
),3,2(n

对于级数

1
11

1
)1(

1
n

pp nn
（1）

其部分和

)(1
)1(

1
1

]
)1(

11[]
3
1

2
1[]

2
11[

1

11111

n
n

nn
S

p

pppppn

故级数（ 1）收敛，由比较审敛法知，级数
1

1
n

pn
也收敛。

综上所述可得结论：当 1p 时， p-级数发散； 1p 时， p-级数收敛。
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利用比较审敛法判断级数的敛散性时，常把 p-级数和等比级数当作已知级数比较。

例 2 讨论级数
1 )1(

1
n nn

)0( 的敛散性。

解：当
2
1
时，由于 2

1
)1(

1
nnn

，且级数
1

2
1

n n
收敛，所以原级数收敛。

当
2
1
时，由于 2)1(

1
)1(

1
nnn

，而级数
1

2
1

n n
发散，所以原级数发散。

定理 3 设
1

n
n

u 与
1

n
n

v 是两个正项级数，且 lim n

n
n

u
l

v
。

（1）若 l0 ，则两个级数同时收敛或同时发散；

（2）若 0l ，且
1

n
n

v 收敛，则
1

n
n

u 收敛；

（3）若 l ，且
1

n
n

v 发散，则
1

n
n

u 发散。

证：（1）由极限的定义可知，对
2
1
，存在正整数 N

当 Nn 时，有 n

n

u
l

v
，即

3
2 2

n n n
l l

v u v

由比较审敛法的性质可知结论成立。

（2）、（ 3）的证明由学生自己证明。

例 3 判别级数
n

n

n a
3

sin2
1

（ 0 ）的敛散性。

解：因为 1
)

3
2

(

3
2

lim
)

3
2

(

3
sin2

lim
n

n
n

nn

n
n

n
。

而
1

)
3
2

(
n

n
是公比为 1

3
2

的等比级数，收敛，由比较审敛法的极限形式可知原级数

收敛。

例 4 判别级数
1

)
1

1ln(
1

n nn
的敛散性。
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解：因为
2
1

2

)1(
1

1

11

lim
1

)
1

1ln(
1

lim
3

22

2 n

n
n

n

n

nn
nn

而级数
1

2
1

n n
收敛，故原级数也收敛。

比较审敛法和它的极限形式， 使用起来很不方便， 有时甚至非常困难， 使用时必须熟悉

已知级数的敛散性才能加以比较， 下面的两个审敛法都是利用已知级数本身的条件来判断该

级数敛散性，相对较容易些。

定理 4 （比值审敛法，也叫达朗贝尔（ D’Alembert）判别法）

设
1

n
n

u 为正项级数，且 1lim n

n
n

u
u

（1）若 1，则级数
1

n
n

u 收敛；

（2）若 1（含 ），则级数
1

n
n

u 发散；

（3）若 1，则级数
1

n
n

u 可能收敛也可能发散。

证：（1）当 1时，取适当小的正级 使 1r ，因为 1lim n

n
n

u
u

，所以存

在正整数 N，当 Nn 时，有

1n

n

u
u

即 1n

n

u
r

u

因此 1N Nu ru ，
2

2 1N N Nu ru r u ，
3

3 2N N Nu ru r u ， ,,

这样级数 1 2 3N N Nu u u 的各项小于公比为 1r 的等比级数

2 3
N N Nru r u r u

的对应项，所以它也收敛。而级数
1

n
n

u 只比它多了前 N项，由性质知级数
1

n
n

u 也收敛。

（2）当 1时，取适当小的正数 使 1，由极限定义， 存在正整数 N，当 Nn
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时，有

1n

n

u
u

，即 1 1n

n

u
u

从而 1n nu u ，故级数
1

n
n

u 的一般项逐渐增大， 从而 lim nn
u ，不满足收敛的必要

条件，于是级数
1

n
n

u 发散。

类似可证明 1lim n

n
n

u
u

时，级数
1

n
n

u 也发散。

（3）当 1时级数可能收敛也可能发散，如 p-级数 )0(1
1

p
nn

p

1
1

)1(
1

lim
p

p

n

n

n

但当 1p 时级数发散，而 1p 时级数收敛。

例 5 讨论下列级数的敛散性。

（1）
1 2n

n
n

（2）
1

5
5

n

n

n

解：（1）因为 1
1
1 1 1

lim lim lim 1
2 2 2 2

n
n nn n n

n

u n n n
nu

，由比值审敛法可知原级数

收敛。

（2）由于
1

51
5 5

5 5lim lim 5lim( ) 5 1
( 1) 1

n n
n

n n n
n

u n
n n nu

根据比值审敛法可知原级数发散。

运用比值审敛法判断级数的敛散性较容易掌握， 一般而言， 级数的一般项含幂指数或阶

乘时，可考虑该审敛法，但若 1lim 1n

n
n

u
u

，该审敛法失效，须利用别的方法来判断。如级

数收敛的定义、性质，必要条件等。

定理 5 （根值审敛法，也叫柯西（ Cauchy）判别法）

设
1

n
n

u 为正项级数，且 lim n
nn

u
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（1）若 1，则级数
1

n
n

u 收敛；

（2）若 1（含 ），则级数
1

n
n

u 发散；

（3）若 1，则级数
1

n
n

u 可能收敛也可能发散。

证：（1）当 1时，取适当小的正数 使 1r ，根据极限定义，存在正整数

N，当 Nn 时，有 n
nu

即 1n
nu r ， 即

n
nu r

由于等比级数
1n

nr （ 1r ）收敛，由比较审敛法知级数
1

n
n

u 也收敛，从而级数
1

n
n

u

收敛。

（2）当 1时，取适当小的正数 使 1，从而存在正整数 N，当 Nn 时，

有 n
nu ，即 1n

nu

所以 1nu ， lim 0n
n

u ，因此级数
1

n
n

u 发散。

（3）当 1时，仍以 p-级数
1

1
p

n n
为例，因为

1 1
lim lim lim 1

p

n n
n p nn n n

u
n n

但级数
1

1
n

pn
当 1p 时收敛，当 1p 时发散。

例 6 判别级数
1

)1(2
n

n n

的敛散性。

解：因为

( 1)
1 1

lim lim2 1
2

n

nn
nn n

u ，由根值审敛法可知原级数收敛。

例 7 用适当的方法判定下列正项级数的敛散性：

（1）
0

)(
!n

n

Rx
n

x
（ 2）

2

)
1

1(
2
1

1

n

n
n n
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（3）
n

n

n

3
sin2

1
（4）

1 2
)1(2

n
n

n

解：（1）因比值审敛法，由于
1

1lim lim lim 0 1
( 1)! ! 1

n n

n

n n n
n

x x xu
n n nu

故该级数发散。

（2）用根值审敛法，由于
1 1

lim lim (1 ) 1
2 2

nn
nn n

e
u

n
，故该级数发散。

（3）用比较法的极限形式，由于
n

n
n

n
)

3
2

(

3
sin2

lim ，而级数
1

)
3
2

(
n

n 收敛，故该级数

也收敛。

（4）用比较审敛法，由于 3 ( 1) 3
0

2 2

n

n n nu ，又级数
1 2

3
n

n
是收敛的，故该级

数也收敛。

上述判别正项级数敛散性的四个审敛法， 都是充分条件， 如果用其中的某一个审敛法不

能判定所给级数的敛散性， 那么就要改用其它的审敛法以及级数收敛与发散的定义， 收敛的

性质、必要条件等去判别， 这需要学生通过练习不断总结各种方法优劣及适用范围， 熟练而

灵活地使用它们。

二、交错级数及其莱布尼兹判别法

定义 如果一个级数的各项是正负交错的，则称之为交错级数，一般形式为

1
1 2 3 4 ( 1)n

nv v v v v

或 1 2 3 4 ( 1)n
nv v v v v

其中 0 ( 1, 2 ,nv n 。

定理 6 （莱布尼兹（ Leibniz）判别法）

如果交错级数 1

1
( 1)n

n
n

v 满足条件

（1） 1n nv v （ ,2,1n ） （2） lim 0n
n

v

则交错级数收敛，且其和 1S v ，余项 nr 的绝对值 1n nr v

证：由条件（ 1）可知

2 1 2 3 4 2 1 2( ) ( ) ( )n n nS v v v v v v

是单调递增的，又 S2n可写成
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2 1 2 3 2 2 2 1 2 1( ) ( )n n n nS v v v v v v v

由于单调有界数列必有极限，则 2 1lim n
n

S S v 。

而 2 1 2 2 1n n nS S v 由条件（ 2）及 SS nn 2lim ，得： SSS nn
0lim 12

综上可得 SS nn 2lim ，故此级数收敛，且其和 1S v ，对于余项 nr ，由于

1 2( )n n nr v v 即 1 2n n nr v v

其右端也是一个交错级数，且满足收敛的两个条件，故 1n nr v 。

例 8 判别级数
nn

n 1
)1(

1

1
的敛散性

解：此级数为交错级数，
1

nv
n
，显然 vn单调递减且

1
lim lim 0nn n

v
n

由莱布尼兹判别法得此级数收敛。

注意：使用莱布尼兹判别法时， 要求上述两个条件同时满足， 若只有一个条件满足，结

论不一定成立。

3．绝对收敛和条件收敛

正项级数和交错级数是两种常见的数项级数，比较特殊，而在一般情况下级数
1

n
n

u 的

各项 nu 可以为任意实数，称其为任意项级数，下面介绍判别任意项级数敛散性的一个常用

方法：绝对收敛。

定理 7 若级数
1

n
n

u 收敛，则级数
1

n
n

u 也收敛。

证：令
1

( )
2

n n nv u u ，则 0nv ，且 n nv u ，由正项级数比较审敛法知， 级数
1

n
n

v

也收敛。而 (2 )n n nu v u ，由无穷级数基本性质可知
1

n
n

u 一定收敛。

注意：定理的逆定理不成立， 如级数
nn

n 1
)1(

1

1
收敛，但级数

11

1 11
)1(

nn

n

nn
却

是发散的调和级数。

定义 若绝对值级数
1

n
n

u 收敛，则称级数
1

n
n

u 绝对收敛；若级数
1

n
n

u 收敛，但绝
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对值级数
1

n
n

u 发散，则称级数
1

n
n

u 条件收敛。

例 9 讨论下列级数的敛散性，若收敛，是绝对收敛还是条件收敛？

（1）
1

4
sin

n n
n

（2） )
1

1ln()1(
1

1

nn

n

解：（1）由于
44

1sin
nn

n

而级数
1

4
1

n n
收敛，故

1
4

sin
n n

n
也收敛，因此，原级数绝对收敛。

（2）因为 )(1
~)

1
1ln()

1
1ln()1( 1 n

nnn
n

即 1
1

)
1

1l n (
l i m

n

n
n

,由比较审敛法的极限形式知，原级数的绝对值级数
1

)
1

1ln(
n n

是发散的，但

),2,1()
1

1
1ln()

1
1ln( n

nn

并且 0)1
1ln(lim

nn
，由莱布尼兹判别法知 )1

1ln()1(
1

1

nn

n 收敛，因而是条件收

敛的。

例 10 讨论级数
1

1

1

)1(
)1(

)1(
n

np

n

p
n

的敛散性

解：由于 )(1
~

)1(
1

)1(
)1(

11

1

n
nnn pnpnp

n

由比较审敛法的极限形式知，当 1p 时，原级数绝对收敛；当 1p 时，原级数的绝

对值级数发散。又因为

])1([
1)1(

)1(
)1(

1

1

1

1

n

n

n

n

nnnn

而级数
nn

n 1
)1(

1

1
收敛。
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1
)1(

lim
1

])1([
1

lim 1

2

1

nn

n

n n
n

n

nn
，级数

1
2

1

n n
收敛。

由比较审敛法的极限形式知， 级数
1

1 ])1([
1

n
nnn
收敛，故级数

1
1

1

)1(
)1(

n
n

n

n
收敛。

从而知当 p=1 时，原级数是条件收敛的。
此例较难，运用的知识面广，用到了 p-级数的敛散性，比较审敛法的极限形式，最难

之处是当 p=1 时，把一般项分解成两项之差，然后利用性质和判别法来判断原级数的敛散
性。通过此例使学生对分析问题、 解决问题的能力有所提高， 对前面所述的级数判别法熟练

运用并且能融会贯通。

小结：

此次课内容较多， 数项级数敛散性判别法的重点， 难点全在这部分， 要求学生必须熟记

如下定理： 比较审敛法、 比较审敛法的极限形式、 比值审敛法和柯西判别法 （这些定理只适

合于正项级数） ；莱布尼兹判别法（适当于交错级数） ；任意项级数的绝对收敛和条件收敛，

这些判别法在运用过程中不能混用，学生可以通过练习熟练掌握其中的知识技巧。

第三讲 幂级数

教学目的和要求： 理解函数项级数的收敛性与和函数的概念， 会求幂级数的收敛半径和

收敛区间， 掌握幂级数的运算性质， 并且能够用逐项求导或逐项积分的方法求幂级数的和函

数。

知识点： 函数项级数的定义、 收域敛和发散域；幂级数的收敛半径和收敛区间； 幂级数

的运算性质。

重点： 幂级数的收敛半径和收敛区间，求幂级数的和函数。

难点： 求幂级数的和函数。

教学方式 ：讲授

教学思路：

引导学生复述数项级数收敛与发散的定义， 若把数项级数中的每项改为定义在同一数集

上的函数， 可得到函数项级数， 类似可定义函数项级数的收敛和发散点。 本课重点介绍一种

常见的函数项级数——幂级数， 根据正项级数的比值审敛法求幂级数的收敛半径和收敛区间，

对于端点处的敛散性应按常数项级数加以判别， 因此收敛区间可以为开区间、 闭区间或半开

半闭的区间。 最后介绍幂级数的运算性质， 重点讲述如何用逐项求导或逐项积分的方法求幂

级数的和函数。

教学过程：

1．函数项级数的一般概念

定义 1 设 { ( )}nu x 是定义在集合 RD 上的一函数列，称表达式
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1 2( ) ( ) ( )nu x u x u x （1）

为集合 D 上的函数项级数。 ( )nu x 称为它的通项，前 n项之和
1

( ) ( )n k
k

S x u x 称为它

的部分和函数。

定义 2 当 Dxx 0 时，若级数（ 1）收敛，称 0x 为该级数的收敛点，所有收敛点的

全体构成的集合称为该级数的收敛域；若 0x 不为收敛点，则称它为级数的发散点，所有发

散点的全体构成的集合称为该级数的发散域；若 Dx ，级数（ 1）都收敛，则称该级数
在 D 上收敛。此时，称

)(lim)( xSxS n
n

， Dx

为函数项级数（ 1）的和函数，这时称

1
( ) ( ) ( ) ( )n n k

k n
r x S x S x u x

为该级数的余项，并且 )(0)(lim Dxxrn
n

2．幂级数及其收敛域

形如
n

n
n

n
n xaxaxaaxa

2
210

0
（2）

或 n
n

n

n
n xxaxxaxxaaxxa )()()()( 0

2
02010

0
0 （ 3）

的函数项级数称为幂级数，其中 ,,,, ,210 naaaa 叫做幂级数的系数。

在级数（3）中，若令 txx 0 ，它就变成级数 （2）的形式， 因此这里只讨论形如 （2）

的幂级数。

显然，当 0x 时，级数（ 2）必定收敛，即幂级数总有收敛点。
现在思考的问题是： 对于一个给定的幂级数， 怎样求它的收敛域和发散域？下面定理解

决了这一问题。

定理 对于幂级数
0n

n
n xa ，如果

n

n

n a
a

r 1lim ，

则 当
r

x
1
时（若 0r ，则换

r
1
为 ），该幂级数收敛；

当
r

x
1
时，该幂级数发散。
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证：幂级数
0n

n
n xa 的各项取绝对值，得

n
nxaxaxaa 2

210 （4）

由比值审敛法，得：

xrx
a
a

xa
xa

n

n

nn
n

n
n

n

1
1

1 limlim

所以当 1xr ，即
r

x 1
时级数（ 4）收敛，这表明级数

0n

n
n xa 绝对收敛，因此

它必然收敛。

当 1xr ，即
r

x
1
时，即 1lim

1
1

n
n

n
n

n xa
xa

则
n

n
n

xalim ，从而
n

n
n

xalim 。由级数收敛的必要条件知该级数发散。

定理告诉我们，当 0r 时幂级数（ 2）在以原点为中心，
r
1
为半径的对称区间内是收

敛的。设
r

R 1
，则在区间（ R，R）内幂级数收敛。称 R为幂级数的收敛半径。

当 0r 时，收敛半径 R ，收敛区间为 ),( ；

当 r 时，收敛半径 R=0，收敛域缩为一点， 即只在 0x 时，幂级数
0n

n
n xa 收敛，

和为 0a 。

例 1 求下列幂级数的收敛半径和收敛区间

（1）
1

2
n

nn

n
x

（2） n

n

nn

x
n1

)2(3

解：（1）因为

1

1

2
1lim lim 2lim 2

2 1

n

n
nn n n

n

a nn
a n

n

,所以，收敛半径
2
1

R 。

当
2
1

x 时，幂级数为正项级数
1

1

n n
，此为调和级数，它是发散的。

当
2
1x 时，幂级数为收敛的交错级数

1

)1(
n

n

n
，所以幂级数

1

2n n

n

x
n
的收敛区间为
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)
2
1,

2
1[ 。

（2）因为

1 1
1

23 ( ) ( 2)3 ( 2) 3 ( 2) 3lim lim lim 321 1 1 ( )
3

n
n n n n

n

n n n nn

a n
n na n

所以，收敛半径
3
1

R ，当
3
1

x 时，级数成为

1 1

2( 1) ( )3 ( 2) 1 3( )
3

n n
n n

n

n nn n

由于级数
1

)1(
n

n

n
收敛，

1

2( )
3

n

n n
也收敛（利用比值审敛法）故原级数在

3
1

x 处收

敛。

当
3
1

x 时，级数成为

1 1

2
1 ( )3 ( 2) 1 3( )

3

n
n n

n

n nn n

而级数
1

1
n n

发散，级数
1

2
( )

3
n

n n
收敛，所以，该级数是发散的。

因此，原幂级数的收敛区间为 )
3
1

,
3
1

[ 。

例 2 求幂级数
0

2

12
)1(

n

n
n

n
x

的收敛区间。

解：所给幂级数缺少 x的奇次幂项，因此不能直接利用公式求收敛半径 R。

考虑级数
0

2

0

2

1212
)1(

n

n

n

n
n

n
x

n
x

，利用比值审敛法

2
2

)1(2

12

1)1(2
lim x

n
x

n
x

n

n

n

因为当 1，即 12x ， 1x 时，所求幂级数绝对收敛，当 1x 时，代入级数
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0 12
)1(

n

n

n
收敛。

所以幂级数
0

2

12
)1(

n

n
n

n
x

的收敛区间为 ]1,1[ 。

此题也可以通过换元的方法（令 tx2
），把原级数化为

0 12
)1(

n

n
n

n
t

，求出它的收

敛半径 R，由此可知当 Rtx 2
时，即 Rx 时，原级数收敛。对于端点处的敛散性，

根据常数项级数来判断，从而求出收敛区间。

例 3 求幂级数
0

( 2)( 1)
2

n
n

n
n

x
的收敛区间。

解：由正项级数的比值审敛法，得：

1
1

1
( 2)

( 1) 22lim
( 2) 2( 1)

2

n
n

n

nn n
n

x
x

x

当 1时，即 22x ，也即 40 x 时，幂级数收敛；

当 0x 时，幂级数化为
0
1

n

，它是发散的；

当 4x 时，幂级数化为
0

)1(
n

n，也是发散的。

因此幂级数
0

( 2)
( 1)

2

n
n

n
n

x
的收敛区间为（ 0，4）。

此题也可令 tx 2 ，先求出级数
0
( 1)

2

n
n

n
n

t
的敛半径 R

由此可知当 Rtx 2 ，即 2 2R x R时，原级数收敛，再进一步判断端点

处的敛散性，从而求出收敛区间。

3．幂级数的运算性质

定理 1 设收敛 的幂级 数
0n

n
n xa 与

0n

n
n xb 的 收敛半 径分别 为 R1 与 R2， 令

1 2min{ , }R R R ，则在它们公共的收敛区间 1 2( , )R R 上有：



179 

（1）级数
00 n

n
n

n

n
n xbxa 收敛，并且

000
)(

n

n
nn

n

n
n

n

n
n xbaxbxa ，

（其中 R, ）

（2）它们的乘积级数收敛，且
000

))((
n

n
n

n

n
n

n

n
n xCxbxa ，

其中 011110 babababaC nnnnn

注意：两个收敛幂级数的相加减或相乘所得的幂级数，其收敛半径 },min{ 21 RRR 。

如：幂级数
0

)21(
n

nn
x 与

0
)21(

n

nn
x ，它们的收敛半径分别为

2
1

1R ，
2
1

2R ，而它

们相加所得到的级数为

00
2)]21()21[(

n

n

n

nnn xx

其收敛半径 R=1，故 },min{ 21 RRR 。

定理 2 设幂级数
0n

n
nxa 的和函数为 )(xS ，收敛半径为 R，则下列命题成立：

（1） )( xS 在区间 ),( RR 内连续，若幂级数
0n

n
n xa 在区间 ),( RR 的端点 Rx （或

Rx ）也收敛，则 )( xS 在 Rx 处左连续（或在 Rx 处右连续）。

（2） )( xS 在区间 ),( RR 内有连续的导数，且有逐项求导公式

1

0 0 1
( ) ( ) ( )n n n

n n n
n n n

S x a x a x na x

且逐项求导后所得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径 R。

（3） )( xS 在区间 ),( RR 内可积，且有逐项求积公式

0

1

0
00

0
0 1

)(
n

nn

n

x n
n

x

n

n
n

x
x

n
a

dxxadxxadxxS

且逐项求积后所得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径 R。
上述定理说明，幂级数的和函数在收敛区间内不但具有连续性、可导性与可积性，而且

能够进行加法和乘法运算， 可以逐项求导， 逐项积分。利用这些性质可以求幂级数的和函数。

例 4 求幂级数 nn xnxxx )1()1(4321 32
的和函数。
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解：显然幂级数的收敛半径 R=1，设和函数为 )( xS ，即

nn xnxxxxS )1()1(4321)( 32

两边同时积分，得：

x
x

xxxxxdxxS nnx

1
)1()( 1432

0

所以
2)1(

1
)

1
()(

xx
x

xS )1( x . 

例 5 求幂级数
0 1n

n

n
x
的和函数

解：幂级数的收敛区间为 )1,1[ ，设其和函数为 )( xS ，即

0 1
)(

n

n

n
xxS ，显然 1)0(S 。

于是
0

1

1
)(

n

n

n
x

xxS ，两边逐项求导得：
x

xxxS
n

n

1
1

])([
0

再从 0到 x积分得： )1ln(
1

1
)(

0
xdx

x
xxS

x

当 0x 时， )1ln(1)( x
x

xS ，从而

01

10,01)1ln(
1

)(
x

xxx
xxS

这两个例题的共同特点是：不论是逐项求导还是逐项积分都用到了这样一个公式：

x
xxxx n

1
1)(1 32

（ 1x ）

因此求幂级数的和函数时， 逐项求导或逐项积分后的级数转化为关于 x的幂级数 （系数
为 1 或 1）。

在计算过程中，必须注意 )0(S 的值。

例 6 求级数
0 !n

n

n
x
的和函数 . 

解：幂级数的收敛域为 ),( ，设其和函数为 )( xS

则
!!3!2

1
!

)(
32

0 n
xxx

x
n
x

xS
n

n

n

),(x
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上式两边逐项求导得：

)(
)!1(!2

1)(
12

xS
n
xx

xxS
n

),(x

用分离变量解此微分方程得：

1)(ln CxxS 或
xCexS )( （

1CeC ）

由于 1)0(S ，则 C=1，所以 xexS )( ，于是有

!!3!2
1

!

32

0 n
xxxx

n
xe

n

n

n
x

),(x

小结：

本次课重点介绍了幂级数的收敛半径和收敛区间。 幂级数的运算性质， 求幂级数的收敛

区间，关键在于求出收敛半径 R，从而可知当 Rx 时幂级数收敛，当 Rx 时，按常数

项级数另行判断。由此确定收敛区间；若 R=0，收敛区间为一点 0x ；若 R 则收敛

区间为 ),( ；对于其它形式的幂级数，可由比值审敛法确定收敛区间。对于一个给定

的幂级数，可利用逐项求导或逐项积分的方法求它的和函数，教会学生必须掌握。

第四讲 函数展开成幂级数

教学目的与要求： 了解 Taylor 级数和 Maclaurin 级数，会用间接展开法把已知函数展开
为幂级数，记住一些常见的函数的幂级数展开式，掌握函数展开为幂级数的间接展开法。

知识点： Taylor 级数和 Maclaurin 级数；函数展开为幂级数的直接展开法、 间接展开法。

重点： 函数展开为幂级数。

难点： 求余项
1

)1(

)!1(
)(

)( n
n

n x
n

f
xR （ 介于 0 与 x之间）的极限。

教学方式： 讲授。

教学思路： 首先提出问题： （1）如果函数 )( xf 能展开为 0xx 的幂级数，系数 na 如何

确定；（2）幂级数
0

0 )(
n

n
n xxa 收敛于 )( xf 的条件是什么？然后由幂级数的性质确定

!
)( 0

)(

n
xf

a
n

n （ ,2,1,0n ），由此给出 Taylor 级数的定义。 由泰勒公式与泰勒级数的关
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系可知，函数 )( xf 在 ),( 00 RxRx 内能展开为它在 0x 处的 Taylor 级数的充要条件是余项

的极限为 0，即

0)(
)!1(

)(
lim)(lim 1

0

)1(
n

n

n
n

n
xx

n
f

xR （ 介于 0x 与 x之间）

当 00x 时， Taylor 级数成为了 Maclaurin 级数，由上述分析可得函数 )( xf 展开为

Maclaurin 级数的四个步骤，利用这些步骤给出常见函数的幂级数展开式。
教学过程：

1．Taylor 级数

将函数 )( xf 展开为幂级数的问题，就是在 0x 的某领域内得 )( xf 表示为一个收敛的幂

级数的问题，即

0
0 )()(

n

n
n xxaxf ， ),( 00 RxRxx （1）

研究函数 )( xf 能否展开为幂级数，需要解决两个问题：

（1）如果 )(xf 能展开为 0xx 的幂级数，系数 na 如何确定；

（2）级数
0

0 )(
n

n
n xxa 收敛于 )( xf 的条件是什么？

先讨论第一个问题。假定 )( xf 能展开为 0xx 的幂级数，由幂级数的性质，对于

),( 00 RxRxx ，都有：

1
0

2
03021 )()(3)(2)( n

n xxnaxxaxxaaxf

2
0032 )()1()(2!3!2)( n

n xxannxxaaxf

,,

)()!1(!)( 0
)( xxananxf nn

n

,,

在以上各式，令 0xx ，便得

)( 00 xfa ， )( 01 xfa ， )(
!2

1
02 xfa ， , ， )(

!
1

0
)( xf

n
a n

n ，,

由此可得：

n
n

n xx
n

xxf
xx

xf
xxxfxfxf )(

!
)(

)(
!2

)(
))(()()( 0

0
0

0
000 （2）
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),( 00 RxRxx

由上述结论知，若函数 )(xf 在 ),( 00 RxRx 内能展开成 0xx 的幂级数，那么，

)( xf 在 0x 处具有任意阶导数，并且该级数的系数 na 由下式唯一确定：

!
)( 0

)(

n
xfa

n

n ， ,2,1,0n （3）

由（ 3）式所确定的系数 na 称为 )( xf 在 0x 处的 Taylor 系数，相应地（ 2）式右端的幂

级数称为 )( xf 在 0x 处的 Taylor 级数。

下面讨论第二个问题： （ 2）式右端的幂级数是否收敛于 )( xf ？收敛于 )( xf 的条件是

什么？

因为若 )( xf 在 ),( 00 RxRx 内 n+1 阶可导，则对于 ),( 00 RxRxx ，有

( )
0

0
0

( )
( ) ( ) ( )

!

n
n

n
n

f x
f x x x R x

n

其中
1

0

)1(

)(
)!1(

)(
)( n

n

n xx
n

f
xR （ 介于 0x 与 x之间）

设 )( xf 在 0x 处 Taylor 级数的部分和为 )(1 xSn ，则

)()()( 1 xRxSxf nn

因此，若在 0x 处具有任意阶导数，则 )(xf 在 ),( 00 RxRx 内能展开为它在 0x 处的

Taylor 级数的充要条件是

)()(lim 1 xfxSnn
),( 00 RxRxx

即 0)(lim xRnn
。

由此得：

定理 1 设 )(xf 在 0x 处具有任意阶导数，则 )( xf 在 ),( 00 RxRx 内能展开为它在

0x 处的 Taylor 级数的充要条件是

0)(lim xRnn
),( 00 RxRxx

如果函数 )( xf 在 ),( 00 RxRx 内能展开为它在 0x 处的 Taylor 级数，即等式（ 2）成
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立，则称该等式为 )(xf 在 0x 处的 Taylor 展开式。

令 00x 得 )(xf 在 00x 处的 Taylor 展开式：

n
n

x
n

f
x

f
xffxf

!
)0(

!2
)0(

)0()0()(
)(

2 ， ),( RRx

称为 )( xf 的 Maclaurin 展开式，右端的级数称为 Maclaurin 级数。

2．函数展开成幂级数的方法
（1） 直接展开法

由上述分析可得函数 )( xf 展开为幂级数的基本步骤如下：

第一步 求 )( xf 的各阶导数 )( xf ， )(xf ，,， )()( xf n ，,；

第二步 求函数及其各阶导数在 0x 处的值 )0(f ， )0(f ， )0(f ，,， )()( xf n
，,，

如果某阶导数不存在，则说明 )( xf 不能展开成 x的幂级数；

第三步 写出函数的 Maclaurin 级数

n
n

x
n

f
x

f
ff

!
)0(

!2
)0(

)0()0(
)(

2

并求其收敛半径 R；

第四步 估计余项 1
)1(

)!1(
)()( n

n

n x
n

fxR ，（ 介于 0 与 x之间）

并考虑是否 0)(lim xRnn
， ),( RRx ，若为 0，则所得级数就是 )( xf 的幂级数展开式。

例 1 将函数 xexf )( 展开成 x的幂级数

解：因为 xn exf )()( ，（ ,2,1,0n ）

则 1)0()( nf ，（ ,2,1,0n ）
xexf )( 的 Maclaurin 级数为

!!2
1

2

n
xx

x
n

其收敛半径 R ；

而
1

)!1(
)( n

n x
n
exR ，（ 在 0与 x之间），对于任意有限数 x有
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)!1()!1(
)(

1
1

n

x
ex

n
e

xR
n

xn
n

因
xe 有限，而

)!1(

1

n
x n

为收敛级数
0

1

)!1(n

n

n
x

的一般项，故 0
)!1(

lim
1

n
x n

n

从而 0)(lim xRn
n

所以
!!2

1
2

n
xx

xe
n

x
， ),(x 。

例 2 将函数 xxf sin)( 展开成 x的幂级数

解：因为 )
2

sin()()( nxxf n
，（ ,2,1,0n ）

则
12,)1(

2,0
2

s i n)0()(

kn
knnf k

n
（ ,2,1,0k ）

xxf sin)( 的 Maclaurin 级数为

)!12(
)1(

!7!5!3

12753

n
xxxxx

n
n

其收敛半径 R

而
1

)!1(
2

1sin
)( n

n x
n

n

xR ，（ 在 0 与 x之间）

对于任意有限的数 x，有

)(0
)!1(

)(
1

n
n
x

xR
n

n

所以
)!12(

)1(
!7!5!3

sin
12753

n
xxxxxx

n
n ， ),(x

直接展开法计算量大，而且对于比较复杂的函数 )(xf ，余项 )(xRn 的极限难求。由于

函数的幂级数展开式唯一， 因此可从某些已知的函数展开式， 利用对收敛幂级数进行四则运

算、逐项求导、逐项积分以及变量代换等，求所给函数的 Taylor 展开式，这种方法叫做间
接展开法。

（2）间接展开法
例 3 将函数 xcos 展开成 x的幂级数

解：因为
)!12(

)1(
!7!5!3

sin
12753

n
xxxxxx

n
n ， ),(x
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逐项求导，得：

)!2(
)1(

!6!4!2
1cos

2642

n
xxxx

x
n

n
， ),(x

例 4 将函数 )1ln()( xxf 展开成 x的幂级数

解：因为
x

xf
1

1
)(

而
nn xxxx

x
)1(1

1
1 32 )1,1(x

上式两边从 0 到 x积分，得：

1
)1(

432
)1ln(

1432

n
xxxx

xx
n

n ]1,1(x

例 5 将函数
x
x

xf
1
1

ln)( 展开成 x的幂级数

解：由上例可知

1
)1(

432
)1ln(

1432

n
xxxx

xx
n

n ]1,1(x

则
n
xxxxxx

n

432
)1l n (

432

)1,1[x

所以
12

53

12
2

3
2

3
2

2

)1l n ()1l n (
1
1

ln

nx
n

xx
x

xx
x
x

)1,1(x

由上述例题可知， 间接展开法较为方便快捷， 但必须记住一些常见函数的幂级数展开式，

如：

!!2
1

2

n
xxxe

n
x

（ x ）

2 3 1

ln(1 ) ( 1)
2 3 1

nx x xx x
n

（ 11 x ）

)!12(
)1(

!5!3
sin

1253

n
xxxxx

n
n

（ x ）

!2
)1(

!4!2
1cos

242

n
xxx

x
n

n
（ x ）

例 6 将函数
23

1
)( 2 xx

xf 展开成 x的幂级数
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解：因为
xxxxxx

xf
2

1
1

1
)2)(1(

1
23

1
)( 2

而 ])
2

()
2

(
2

1[
2
1

2
1

1
2
1

2
1 2 nxxx

xx
)22( x

2 2

2 3 1
2

2 3 1

1 1
( )

1 2
1(1 ) [1 ( ) ( ) ]
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1
2 2 2 2

n n

n
n

n

f x
x x

x x xx x x

x x x

)11( x

此题也可用幂级数相乘来解决，其做法如下：

n
n

n

nn

xxx

xxxxxx

xxxx
xf

1

1
2

2

3

2

2

22

2

2
12

2
12

2
12

2
1

])
2

()
2

(
2

1[
2
1)1(

2
1

1
1

23
1

)(

)11( x

此方法相对第一种方法要麻烦些。 此例说明当分母为二次函数时， 应先将分母分解因式，

利用待定系数法把函数表示为两个函数之差， 然后利用间接展开法把已知函数展开为 x的幂
级数。

例 7 把函数 xxf sin)( 展开成 )
4

(x 的幂级数

解：设
4

xy ，于是原题就转化为将函数 )
4

sin( y 展开成 y 的幂级数，而

])
4

(
)!12(

1)1()
4

(
)!2(

1)1(

)
4

(
!3

1
)

4
(

!2
1

)
4

(1[
2
2

]
)!2(

1
)1(

!5
1

!3
1

1[
2
2

]
)!2(

1
)1(

!4
1

!2
1

1[
2
2

sin
4

coscos
4

sin)
4

sin(sin

122

32

253

242

nnnn

nn

nn

x
n

x
n

xxx

y
n

yy

y
n

yy

yyyx

（ x ）
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小结：

通过本次课的学习，使学生知道什么是 Taylor 级数，什么是 Maclaurin 级数，重点强调

函数 )(xf 展开为 x的幂级数的条件，即前面所述的定理，也就是说并不是任意函数都可展

开为 x的幂级数。要求学生必须熟记某些常见函数的幂级数展开式（前面已列出） 。

第五讲 Fourier 级数

教学目的与要求： 了解三角级数、 三角函数系及三角函数系的正交性的概念， 能够运用

三角函数系的正交性将周期为 2 的函数展开为 Fourier 级数。
知识点： 三角级数、三角函数系及三角函数系的正交性，周期为 2 的函数的 Fourier 级

数，定义在区间 ( , ] 上的函数的 Fourier 级数。
重点： 周期为 2 的函数的 Fourier 级数。
难点： Fourier 系数的计算。

教学方式： 讲授

教学思路：Fourier级数是另一类函数项级数， 这部分主要介绍周期为 2 的函数的 Fourier

系数。首先引导学生回忆前面所学的函数的幂级数展开式的条件， 再介绍三角函数系、 三角

函数系的特性。 函数展开为三角级数与函数展开成幂级数讨论的问题是一致的， 可根据三角

函数系的正交性确定 Fourier 系数 0a ， na ， nb （ 1, 2,n ），然后由狄利克雷（ Dirichlet ）收
敛定理判断函数的 Fourier 级数的收敛情况。 通过举例使学生掌握怎样将周期为 2 的函数展

开为 Fourier 级数的方法， 写展开式时特别强调， 只有在函数的连续点处， 级数收敛于 ( )f x ，

最后简单介绍周期为 2l 的函数的 Fourier 级数，系数的确定只需作变量代换即可。
教学过程：

1．三角级数与三角函数系的正交性
三角级数的一般形式为

0

1
( cos sin )

2
n n

n

a
a nx b nx （1）

其中系数 0a ， na ， nb （ 1,  2,n ）都是常数。

三角级数由函数系

{1, cos , sin , cos2 , sin2 , , cos , sin , }x x x x nx nx （2）

组成，此函数系称为三角函数系。

三角函数系的重要特性：

（1）式（ 2）中的三角函数系中任何不同的两个函数的乘积在 [ , ] 上的积分等于 0，
即

cos 0nxdx ，（ 1,2,n ） s i n 0x d x ，（ 1,2,n ）

sin cos 0kx nxdx ，（ , 1,2,k n ）
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cos cos 0kx nxdx ，（ , 1,2, ,k n k n ）

sin sin 0kx nxdx ，（ , 1,2, ,k n k n ）

以上等式可通过定积分来验证，由学生自己完成。

（2）式（ 2）的三角函数系中任一函数的平方在区间 [ , ]上的积分都不等于零，即

2
1 2dx 2s i nn x d x ，（ 1,2, n ）

2cos nxdx ，（ 1,2, n ）

三角函数系的这种性质，称为三角函数系在区间 [ , ]上的正交性。

引导学生回忆函数 ( )f x 展开的幂级数讨论的两个问题。由此过渡，研究能否将一个已

知函数 ( )f x 展开为形如式（ 1）的三角级数，必然解决如下问题：
（1） ( )f x 满足什么条件时，才能展开成式（ 1）的三角级数？
（2） 如果 ( )f x 能展开成三角级数，展开式中的系数 0a ， na ， nb （ 1,  2,n ）如何计

算？

2．周期为 2 的函数的 Fourier 级数
设 ( )f x 是以 2 为周期的函数，且能展开成三角级数，即

0

1

( ) ( cos sin )
2

k k
k

af x a kx b kx （3）

假定（ 3）式右端的级数可以逐项积分，并且用 sinnx和 cosnx去乘（ 3）式右端后所得的
函数项级数还可逐项积分。

（3）式两端同乘以 cosnx（ 0,  1,  2,n ），在 [ , ]上逐项积分，得

0

1
( )cos cos cos cos sin cos

2
k k

k

a
f x nxdx nxdx a kx nx b kx nxdx

根据正交性，当 0n 时
0

0( )
2
a

f x dx dx a

从而得 0
1

( )a f x dx 。

当 0n 时
2( ) c o s c o sn nf x nxdx a nxdx a

从而得
1 ( ) c o sna f x n x d x（ 1,2,n ）。

类似地，用 sin nx同乘（ 3）式两端，并逐项积分可得

1 ( )sinnb f x nxdx （ 1,2,n ）

将上面的结果合并起来就得到系数公式：

1 ( )cos ( 0,1,2, )

1
( )sin ( 1,2, )

n

n

a f x nxdx n

b f x nxdx n
（ 4）

由公式（ 4）定出的系数 0 , , ,a a b 叫做函数 f 的 Fourier 系数，将这些系数代入（ 3）式

右端，所得的三角级数
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0

1
( cos sin )

2
n n

n

a
a nx b nx

称为函数的 Fourier 级数。
为了表示 ( )f x 的 Fourier 级数与 ( )f x 的关系，通常用记号：

0

1
( ) ~ ( cos sin )

2
n n

n

af x a nx b nx

右边的这个 Fourier 级数完全可能不收敛， 即使收敛也未必收敛于 ( )f x ，那么函数 ( )f x
在什么条件下， 它的 Fourier级数收敛，且在什么情况下它收敛于 ( )f x ？为了回答这个问题，
我们不加证明地叙述一个收敛定理。

定理 1 （狄利克雷（ Dirichlet ）收敛定理）设函数 ( )f x 是以 2 为周期的函数，如果

它在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点，且至多只有有限个极值点，则 ( )f x 的

Fourier 级数收敛，并且
（1）当 x是 ( )f x 的连续点时，级数收敛于 ( )f x ；

（2）当 x是 ( )f x 的间断点时，级数收敛于 1
[ ( 0) ( 0)]

2
f x f x

这个收敛定理告诉我们， 以 2 为周期的函数 ( )f x ，只要是在一个周期内连续或只有有
限个第一类间断点， 并且至多只有有限个极值点， 即可以把一个周期分成有限多个单调区间，

按（ 4）式计算出 Fourier 系数，得到的 Fourier 级数在 ( )f x 的连续点处收敛于 ( )f x 。定理
中所要求的条件一般的初等函数与分段函数都能满足，这就保证了 Fourier 级数广泛的应用
性。

另外还可得出， ( )f x 的 Fourier 级数在 [ , ] 上收敛于和函数

( ), ( )
( 0) ( 0)

( ) ,     ( )
2

( 0) ( 0)
,   

2

f x x f x
f x f x

S x x f x

f f
x

是 的连续点

是 的间断点

例 1 设 ( )f x 是以 2 为周期的函数，它在 [ , ] 上的表达式为

1 0
( )

1 0
x

f x
x

将 ( )f x 展开成 Fourier 级数。
解：显然，它满足收敛定理的条件，在 ( 0, 1, 2, )x k k 处不连续，其它点都连

续，从而由收敛定理知 ( )f x 的 Fourier 级数收敛，并且当 x k 时级数收敛于

( 0) ( 0) 1 1
0

2 2
f f

当 x k 时级数收敛于 ( )f x ，其 Fourier 系数如下：

0

0

1 ( )cos

1 1( 1)cos 1 cos 0

na f x nxdx

nxdx nxdx
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0

0

0

0

1
( )sin

1 1
( 1)sin 1 sin

1 cos 1 cos

1
[1 cos cos 1]

1
[1 ( 1) ]

4 1,3,5,

0 2,4,6,

n

n

b f x nxdx

nxdx nxdx

nx nx
n n

n n
n

n
n

n
n

当 时

当 时

从而得 ( )f x 的 Fourier 级数为

4 1 1
( ) [sin sin3 sin(2 1) ]

3 2 1
f x x x k x

k
( , 0, , 2 , )x x

若将函数 ( )f x 理解为矩形波， 那么 Fourier 级数表明： 矩形波是由一系列不同频率的正

弦波叠加而成的，这些正弦波的频率依次为基波频率的奇数倍。

例 2 设 ( )f x 是以 2 为周期的函数，它在 [ , ] 上的表达式为

0 0
( )

0
x

f x
x x

，将 ( )f x 展开成 Fourier 级数。

解： 显然，它满足收敛定理的条件，在 (2 1) ( 0, 1, 2, )x k k 处不连续，其它

点都连续，从而由收敛定理知道 ( )f x 的 Fourier 级数收敛，并且当 (2 1)x k 时级数收敛

于

( 0) ( 0) 0
2 2 2

f f

当 (2 1)x k 时级数收敛于 ( )f x ，其 Fourier 系数如下：
0

0 0

1 1 1( ) 0
2

a f x dx dx xdx

0 02 2

2

1 1
( )cos cos

1 sin cos ( 1) 1

2

0

n

n

a f x nxdx x nxdx

x nx nx
n n n

n
n

n

当 为奇数

当 为偶数
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1

0

1 1 ( 1)
( )sin sin

1

1

n

nb f x nxdx x nxdx
n

n
n

n
n

当 为奇数

当 为偶数

从而得 ( )f x 的 Fourier 展开式为

1

2
1

4 2 ( 1)
( ) [ cos(2 1) sin ]

(2 1)

k

k
f x k x kx

k k

( , , 32 , )x x
利用这个展开式，可以求得几个特殊的常数项级数的和。

当 0x 时， (0) 0f ，于是有
2

2 2

1 1
1

8 3 5

设 2 2 2
1 1 1

1
2 3 4

2

1 2 2
1 1

1
3 5 8

2 2 2 2
1 1 1
2 4 6

3 2 2 2
1 1 11
2 3 4

因为 1 2
2 2 2

1 1 1
(1 )

4 2 3 4 4

所以
2

1
1

3 2 4

2

24
6

2 2 2

3 1 2
8 2 4 1 2

3、 定义在 [ , ]上的函数 ( )f x 的 Fourier 级数
设函数 ( )f x 在区间 [ , ] 上有定义，且满足收敛定理的条件，则 ( )f x 也可以展开成

Fourier 级数，其步骤如下：
（1）在区间 [ , )或 ( , ] 外补充函数 ( )f x 的定义，使它拓广成周期为 2 的周期

函数 F（简称周期延拓） 。
（2）将 F展开成 Fourier级数。限制 ( , )x ，此时 F f 这样便得到了 ( )f x 的 Fourier

级数，根据收敛定理，该级数在区间端点 x 处收敛于
1

[ ( 0) ( 0)]
2

f f 。

例 3 将函数 ( )f x x （ x ）展开成 Fourier 级数

解：将 ( )f x 作周期延拓，所得函数在每点 x处都连续，因此拓广的周期函数的 Fourier
级数在 [ , ] 上收敛于 ( )f x ，拓广的函数图形如下：
其 Fourier 系数如下：

0 0

1 1 2( )a f x dx x dx xdx
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2

1 1( )cos cos

2 2cos [( 1) 1]

n

n

a f x nxdx x nxdx

x nxdx
n

1 1
( )sin sin 0nb f x nxdx x nxdx

故得 ( )f x 的 Fourier 展开式如下：

2 2
4 1 1

( ) (cos cos3 cos5 )
2 3 5

f x x x x ( )x

4、 周期为 2l 的函数的 Fourier 级数
在实际问题中所遇到的周期函数，其周期不一定是 2 ，事实上只要通过自变量的变量

代换就可以转化为以 2 为周期的函数，从而得到其 Fourier 展开式。
定理 2 设 ( )f x 是周期为 2l 的函数，且满足收敛定理的条件，则它的 Fourier 展开为

0

1
( ) ( cos sin )

2
n n

n

a n x n x
f x a b

l l

其中
1

( )cos
l

n l

n x
a f x dx

l l
( 0 , 1 , 2 ,n

1 ( )sin
l

n l

n xb f x dx
l l

( 1 , 2 , 3 ,n

证：令
l

x t ，则函数 ( ) ( )
l

F t f t 就是以 2 为周期的函数，并且满足收敛定理的条

件，将 F 展开成 Fourier 级数 0

1

( ) ( c o s s i n )
2 n n

n

a
F t a nt b nt

其中
1

( )cosna F t ntdt ( 0 , 1 , 2 ,n

1
( )sinnb F t ntdt ( 1 , 2 , 3 ,n

再将变量 t代回到变量 x，即作变量代换 t x
l
，并注意到 ( ) ( ) ( )F t F x f x

l
便有

0

1

( ) ( cos sin )
2

n n
n

a n x n xF t a b
l l

其中
1

( )cos
l

n l

n x
a f x dx

l l
( 0 , 1 , 2 ,n

1
( )sin

l

n l

n x
b f x dx

l l
( 1 , 2 , 3 ,n

例 4 设 ( )f x 是周期为 4 的周期函数，它在 [ 2,2]上的表达式为

0 2 0
( )

0 2
x

f x
k x

，将 f 展开成 Fourier 级数。
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解：因为 2l ， ( )f x 的 Fourier 系数为
0 0

0 2 2

1 1
0

2 2
a dx kdx k

2

0

1 cos 0
2 2

n
n xa k dx

2

0

2
1

sin
2 2

0
n

k n
n x

b k dx n
n

当 为奇数

当 为偶数

函数在 2 ( 0, 1, 2, )x n n 处为第一类间断点，其 Fourier 级数的和在这些点的值为

2
k，将得到的系数 ,n na b 代入得：

2 1 3 1 5
( ) (sin sin sin )

2 2 3 2 5 2
k k x x x

f x x
n

( , 0, 2, 4, )x x
对于定义在 ( , )l l 上的非周期函数只要作周期延拓即可展开成 Fourier 级数。

小结：

本次课主要介绍周期为 2 的函数的 Fourier 级数，要求学生必须牢牢记住下面两个步骤：

第一步： Fourier 系数的计算 0, ,n na a b ；第二步：由狄利克雷收敛定理判断函数 ( )f x 的 Fourier

级数的连续点和间断点。 写 ( )f x 的 Fourier级数展开式时特别注意： 等号只有在连续点成立。

对于定义在 [ , )上的函数，只需作周期延拓即可展开成 Fourier 级数。注意： x必须限制
在 [ , )上，对于周期为 2l 的函数只需作变量代换就可以转化为以 2 为周期的函数，从

而得到其 Fourier 展开式，同理写展开式时，等式只在连续点成立。

第六讲 函数展开成正弦级数与余弦级数

教学目的与要求： 理解正弦级数和余弦级数的概念， 能够根据所给函数的奇偶特点将函

数展开为正弦级数或余弦级数。

知识点： 周期为 2 的函数展开为正弦级数或余弦级数；定义在区间 ],0[ 上的函数展

开成正弦级数或余弦级数；周期为 l2 的函数展开为正弦级数或余弦级数。
重点： 周期为 2 的函数展开为正弦级数或余弦级数。

难点： 定义在区间 ],0[ 上的函数展开成正弦级数或余弦级数。

教学方式： 讲授。

教学思路： 复习上节课周期为 2 的函数的 Fourier 系数的计算公式，利用定积分的性

质可知， 当 )(xf 为奇函数时， 0na ；当 )( xf 为偶函数时， 0nb 。由此得到的 Fourier

级数只含正弦项或余弦项，从而引出正弦级数、余弦级数的定义，计算过程与前面相同。
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对于定义在 ],0[ 上的函数 )( xf 展开成正弦级数或余弦级数， 可先作奇延拓或偶延拓， 然

后再作周期延拓，最后限制 ],0(x ，即可得到 )(xf 的正弦级数或余弦级数。根据周期

为 l2 的函数的 Fourier 级数展开式同理可得 )( xf 为奇函数或偶函数的正弦级数或余弦级

数。

教学过程：

1、周期为 2 的函数的正弦级数或余弦级数

由上节课的例题可以看出，一个函数展开成 Fourier 级数的结果，可能既有余弦项又有
正弦项（例 2），也可能只含正弦项（例 1），或只含余弦项（例 3）。这些规律我们把它归纳
成下面的定理。

定理 1 当周期为 2 的奇函数 )( xf 展开成 Fourier 级数时，它的 Fourier 系数为

0na （ ,2,1,0n ）

0
sin)(

2
nxdxxfbn （ ,3,2,1n ）

而当周期为 2 的偶函数 )(xf 展开成 Fourier 级数时，它的 Fourier 系数为

0
cos)(

2
nxdxxfan （ ,2,1,0n ）

0nb （ ,3,2,1n ）

证：设 f 为奇函数，即 )()( xfxf

由于 nxdxxfan cos)(1
，而 nxxf cos)( 也为奇函数，利用奇函数在对称区间上

的积分为 0的性质可知 0na （ ,2,1,0n ）

又
1

( )sinnb f x nxdx ，而 nxxf sin)( 却是偶函数，利用偶函数在对称区间上的

积分性质得
0

sin)(
2

nxdxxfbn 。

类似可证 )( xf 为偶函数的结论。

根据上述定理， 在展开函数 )( xf 成 Fourier 级数时，应当先判断一下 )( xf 在 ),( 内

的奇偶性，据此选择相应的公式计算 Fourier 系数，使计算尽量简化。

例 1 设周期函数 )( xf 在一个周期上的表达式为
xx

xx
xf

0
0

)( ，试将

其展开成 Fourier 级数。
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解： 由图形的对称性可知 )(xf 为偶函数，因此

6,4,2,,0

,5,3,1,2

sin2sin2

cos)(
2

cos)(
2

2

0
0

0

0

n

n
n

nxdx
n

nx
n

x

nxdxx

nxdxxfan

000 )(
2

)(
2

dxxdxxfa

0nb （ ,3,2,1n ）

又因为 )( xf 处处连续，故所求的 Fourier 级数收敛于 )( xf 即

)5cos
5
1

3cos
3
1

(cos
4

2
)( 22 xxxxf )( x

例2 设 )( xf 是周期为 2 的函数，它在 ),[ 上表达式为 xxf )( ，将 )( xf 展开成

Fourier 级数。

解：当 )12( kx （ ,2,1,0k ）时 )( xf 不连续，因此 )(xf 的 Fourier

级数在点 )12( kx 处收敛于

0
2

)(
2

)0()0( ff

在连续点 )12( kx 处收敛于 )( xf 。显然 )( xf 是周期为 2 奇函数，此时

0na （ ,2,1,0n ）

1

2

2

0

0

)1(
2

cos
2

sincos2

sin
2

sin)(
2

n

n

n
n

n

n
nx

n
nxx

nxdxx

nxdxxfb

（ ,3,2,1n ）

从而得 )( xf 的 Fourier 级数为
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)3sin
3
12sin

2
1(sin2)( xxxxf

),3,,( xx

2、定义在区间 ],0[ 上的函数 )( xf 展开成正弦级数或余弦级数

根据前面的讨论，可得定义在区间 ],0[ 上的函数 )(xf 展开成正弦级数或余弦级数的

步骤如下：

（1）作奇延拓或偶延拓

奇延拓
0)(

0)(
)(

xxf
xxf

xF

偶延拓
0)(

0)(
)(

xxf
xxf

xF

（2）对函数 )( xF 作周期延拓，并展开成 Fourier 级数，这个级数必定是正弦级数或余

弦级数。

（3）限制 ),0(x ，此时 fF ，这样便得到 f 的正弦级数或余弦级数。

例 3 将函数 1)( xxf （ x0 ）分别展开成正弦级数和余弦级数。

解：先求正弦级数，为此对函数 f 进行奇延拓

即令
01

01
)(

xx
xx

xF

根据公式有

0 0

2 2( )sin ( 1)sin

2 2
,

2
,

nb f x nxdx x nxdx

n
n

n
n

当 为奇数

当 为偶数

而经过奇延拓和周期延拓后的函数在端点 0x 及 x 处间断，级数的和显然为 0，

它不代表原来函数 )(xf 的值。这样得到函数 )( xf 的正弦级数为

xxxxx 4sin
4

3sin
3

2
2sin

2
sin)2(

2
1 （ x0 ）

再求余弦级数，为此对函数 )( xf 进行偶延拓，即令
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0,1
0,1

)(
xx

xx
xF

根据公式，有

2)1(
2

00 dxxa

0
2

0,
2

( 1)cos 4
,

n

n
b x nx

n
n

当 为偶数

当 为奇数

经过偶延拓和周期延拓后的函数是处处连续的，所以，我们得到 )(xf 的余弦级数为

)
5

5cos
3

3cos
(cos

4
1

2
1 22

xx
xx （ x0 ）

注意：写 )( xf 的正弦级数或余弦级数时，特别注意 x的取值范围。

3、周期为 l2 的函数的正弦级数或余弦级数

定理 2 设 f 是周期为 l2 的函数，且满足收敛定理的条件。

在 f 为奇函数，则它的 Fourier 展开式为
1

sin)(
n

n
l
xn

bxf

其中
l

n dx
l
xnxf

l
b

0
sin)(2

（ ,3,2,1n ）

若 f 为偶函数，则它的 Fourier 展开式为
1

0 cos
2

)(
n

n
l
xn

a
a

xf

其中
l

n dx
l

xn
xf

l
b

0
cos)(

2
（ ,2,1,0n ）

定理的证明与定理 1 类似（略）

对于定义在 ),0( l 上的非周期函数只要将 )( xf 奇延拓或偶延拓，再作周期延拓即可展

开成正弦级数或余弦级数。

例 4 将函数 )( xf 展开成正弦级数：

lxl

lx
l
x

xf

2
,0

2
0,sin

)(

解：由题意对 )(xf 作奇延拓，因此有：

0na （ ,2,1,0n ）



199 

2 22
0 0

2 2 1
sin sin

2

l
l

n
x

b dx tdt
l l

（ ,3,2,1n ）

2
20

2

0, 1
2

sin sin ( 1) 2 ,
( 1)

l
n

n

n n
x n x

b dx nl l l n
n

为奇数且

为偶数

所以 )
2

(
2

s i n
14

)1(4
s i n

2
1

)(
1

2
l

x
l

xn
n

n
l
x

xf
n

n

例 5 将函数
2

cos)(
x

xf 在 20 x 上展开成 Fourier 级数。

解：令 xt ，则 t 而 )(
2

s i n)()( tFttfxf

补充函数 ( ) sin ( )
2
t

F t t 的定义。 令 1)(F ，

将 F 作周期延拓，拓广的周期函数满足收敛定理的条件，它的 Fourier 级数在 ,( ）

内收敛于 F。
其 Fourier 系数如下：

0na （ ,2,1,0n ）

)41(
8

)1(

2
21

sin
21

2
2
21

sin
21

21

2
21cos

2
21cos1

sin)
2

sin(
2

2

00

0

0

n
n

t
n

n
t

n
n

dttntn

ntdt
t

b

n

n

所以 F的 Fourier 展开式为

1
2 sin
)41(

8)1()(
n

n nt
n

ntF （ t ）

代换到 x得：

2 2
1 1

8 8
cos ( 1) sin ( ) sin

2 (1 4 ) (4 1)
n

n n

x n n
n x nx

n n
（ 20 x ）

由此例可知， 对于非对称区间的情形， 只要作一个适当的变量代换可转化为对称区间的

情形，然后按上述情形展开成 Fourier 级数，再代回到原来变量即可得其 Fourier 展开式。
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小结：

这部分主要是针对函数 )( xf 的奇偶性的特点， 将周期函数展开为 Fourier 级数，即正弦

级数或余弦级数。 所以，把周期函数展开为 Fourier 级数时， 必须先观察 )( xf 的特点， 如果

)( xf 为奇函数， 那么 0na （ ,2,1,0n ），它的 Fourier 级数必为正弦级数； 若 )(xf 为

偶函数， 那么 0nb （ ,3,2,1n ），它的 Fourier 级数必为余弦级数。 对于定义在 ],0[

上的函数展开为正弦级数或余弦级数， 只需先作奇延拓或偶延拓， 再作周期延拓， 把周期延

拓后的函数展开为 Fourier 级数，最后限制 ),0(x 即可。

第七讲 无穷级数习题课

教学目的与要求： 理解数项级数、正项级数、交错级数、幂级数的概念，会利用审敛法

判断级数的敛散性， 会求幂级数的收敛半径和收敛区间以及将周期函数展开的 Fourier 级数；
熟练记住一些常用的幂级数的展开式。

知识点：

1．数项级数、正项级数、交错级数和任意项级数；
2．幂级数的收敛半径和区间、幂级数收敛的性质；

3．函数展开成幂级数的方法；
4．函数的 Fourier 级数。
重点：正项级数的审敛法和交错级数的审敛法； 求幂级数的收敛半径和区间； 求幂级数

的和函数。

难点： 正项级数的比较审敛法；函数的 Fourier 系数的计算。

教学方式： 讲授和练习。

教学思路： 按章节顺序复述基本内容（见上述知识点） 。包括定义、性质、定理及基本

公式以及要注意的一些问题；然后指出学生作业中存在的问题，讲述练习中的难题。

教学过程：

1、复习本章所述内容
（1）数项级数的定义、性质、收敛的必要条件；

（2）正项级数的四个审敛法、 交错级数的审敛法和任意项级数的绝对收敛和条件收敛；

（3）怎样求幂级数的收敛半径和收敛区间， 利用收敛幂级数的性质求幂级数的和函数；

（4）函数展开成幂级数的方法：间接展开法和直接展开法；

（5）周期函数的 Fourier 级数的展开。

2、指出作业中存在的问题
（1）正项级数比较审敛法的错误结论
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若 n nu v ，而正项级数
1

n
n

u 收敛 正项级数
1

n
n

v 收敛。

若 n nu v ，而正项级数
1

n
n

v 发散 正项级数
1

n
n

u 也发散。

上述两个错误结论，主要是学生对概念的理解不深而造成。

（2）审敛法的错误交叉使用

正项级数用交错级数审敛法判断，还有的学生由 lim 0nn
u ，直接得出级数

1
n

n
u 收敛

的错误结论。

（3）求幂级数的和函数时，忽略了 )0(S 的值有可能不为 0。

（4）周期函数的 Fourier 级数展开式中，忽略了间断点的排除，也就是说，等式只有在
连续点成立。

3、讲解练习中的难题

例 1 判别级数
1

)
1

(
n

n

n
na

（ 0a ）的敛散性。

解：因为 a
n
na

n
na

n
n n

n 1
lim)

1
(lim

由柯西审敛法知

当 10 a 时，级数收敛；

当 1a 时，级数发散；

当 1a 时，由于 01

)
1

1(

1lim)
1

(lim
e

n
n

n
nn

n

n
因而发散。

例 2 设
1n

na ，
1n

nc 收敛，且 nnn cba （ ,2,1n ）试证
1n

nb 收敛。

证：因为 nnn cba

nnnn acab0 ，而级数
1

)(
n

nn ac 收敛，由比较审敛法知， 级数
1

)(
n

nn ab 也

收敛，又
11

])[(
n

nnn
n

n aabb

所以，级数
1n

nb 收敛。
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例 3 讨论级数
1

2 )23(
)1(

n
x

n

nn
的绝对收敛和条件收敛性。

解：当 0x 时，由于 2
( 1)

lim lim 0
( 3 2)

n

n xn n
u

n n
因而级数发散。

当
2
1x 时，由于 xxx

n

nnnnn 22 )2(
1

)]2)(1[(
1

)23(
)1(

且级数
3

2)2(
1

n
xn
收敛。 所以，原级数绝对收敛。

当
2
1

0 x 时， x

x

x

n

nnnnn 22 )1(
1

)2)(1(
1

)23(
)1(

而级数
2

3

1
( 1) x

n n
发散，则级数

3
2

)23(
)1(

n
x

n

nn
发散。

又原级数为交错级数，且 lim 0nn
u

1
1 1

( 1) ( 1) ( 2)
1 1 1[ ] 0

( 1) ( 2)

n n x x x x

x x x

u u
n n n n

n n n

即 1n nu u 所以，原级数条件收敛。

例 4 设级数为
1

2
12
12

n

n
n x

n
，求和函数，并求

1

2 1
2n

n

n
的和。

解：令 n

n
n x

n
xS 2

1
12
12

)( ，两边同时积分，得：

2 2 3
2 1

21 20
1 1

1 2( ) ( )
2 2 2 2 2(2 )1

2

x n n
n

n n

x x x x xS x dx x
x x

2x ）

从而
3 2 2

2 2 2
(6 )( )

4 2 2(2 )
x x xS x

x x

令 1x ，得
2
5

2
12

)1(
1

1
n

n
n

S
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所以， 3
2
5

2
1

2
12

2
1

2
12

1
2

12
1

1
0

1
1 m

m
m

m
n

n
mm

mn
n

例 5 将幂级数 12

1
22

1

2)!12(
)1( n

n
n

n

x
n

的和函数展为 1x 的幂级数。

解：令
12

1
22

1

2)!12(
)1()( n

n
n

n

x
n

xS

两边同时求导，得：

2 1
1

2 2
1

2 22 1
1

1

( ) ( 1)
(2 2)!2

( 1)
(2 2)! 2

cos
2

n
n

n
n

nn
n

n

xS x
n

x x
n

x

2
sin2)0(

2
cos)(

0

x
Sdx

x
xS

x

又

12

0

2

0 2
1

)!12(
1

2
1cos2

2
1

)!2(
1)1(

2
1sin2

2
1sin

2
1cos

2
1cos

2
1sin2

)
2

1
2
1sin(2

2
sin2

n

n

n

n

n x
n

x
n

xx

xx

例 6 设

0

00

0

)(

xx

x

xx

xf ，将 )(xf 展开为 Fourier 级数（ )(xf 的周期为 2 ），

并计算 22 5
1

3
1

1

解：因为
0 2

0 0

1 1
( ) ( )a x dx x dx

0

0

0
0

0 0

2
2

1
( )cos ( )cos

1
sin sin sin sin

0
2 [1 ( 1) ] 4

0

n

n

n

a x nxdx x nxdx

x nx nxdx x nx nxdx
n

n

n n
n

b

为偶数

为奇数
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xk
k

xf
k

)12cos(
)12(

1
42

)(
1

2 （ ],0()0,[x ）

当 0x 时， )( xf 的 Fourier 级数收敛于

所以
1

2)12(
14

2 k k

即
8)12(

1
5
1

3
1

1
2

222 k

注意：不能在 )(xf 的展开式中令 0x ，因为 )(xf 在 0x 点不连续。

例 7 将
2

)( xxf （ x0 ）展开为正弦级数，并求
0 )12(

)1(
n

n

n
的和。

解：作奇延拓，再作周期延拓，则

0na （ ,2,1,0n ）

n

n
n

n
n

nxdxx

nxdxxfbn

1

cos)1(cos2

sin
2

2

sin)(2

0

0

1
sin

1
2 n

nx
n

x
( x0 ) 

上式中，令
2

x ，得

1 0 0

1 1 ( 1)sin 2 1 sin( )
2 2 1 2 2 1 4

k

n k k

n n k k
n k k

即
412

)1(
0n

n

n

例 8 判定级数
1

2 )1sin(
n

n 的敛散性，如收敛指出是绝对收敛还是条件收敛。

解：因为 )
2
1

(12 nnn
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令 nn 12
显然

2
0

则
111

2
s i n)1()s i n (1s i n

n

n

nn
nn

而
nnnn

nnn

1
~

1
s i n)1s i n (s i n)1(

22

2

而 11
l i m

2

n

nnn
，从而级数

1
sin)1(

n

n
发散。

又 0
1

limsinlim
2 nnnn

同时 sin 单调减少。所以，原级数条件收敛。

例 9 证明如果正项级数
1n

na 收敛，则级数
1

2

n
na 及

1n

n

n
a

也收敛。

证：因为 0limlim
2

n
n

n

n

n
a

a
a

而正项级数
1n

na 收敛，由正项级数的比较审敛法知级数

1

2

n
na 也收敛。 又 0)

1
( 2

n
an 即 )

1
(

2
1

2n
a

n
a

n
n

而级数
1

2 )
1

(
2
1

n
n

n
a 收敛，由正项级数的比较审敛法知，级数

1n

n

n
a
收敛。

例 10 利用函数 x与 2x 在 ),0( 内的余弦展开式，证明等式

12
263cos 22

1
2

xx
n

nx
n

（ x0 ）

解：（1）把 x展开为 ),0( 内余弦级数

因为
00

2
x d xa

20
2

0
2 2

cos [( 1) 1] 4
n

n

n
a x nxdx

n n
n

为偶数

为奇数

0nb （ ,3,2,1n ）
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所以，
1

2)12(
)12cos(4

2 n n
xn

x （ x0 ）

即
8

2
)12(

)12c o s( 2

1
2

x
n

xn
n

①

（2）把 2x 展开为 ),0( 内的余弦级数

2

0

2
0 3

22
dxxa

2
2

20

2

4
,

2 4
cos cos

4
,

n

n
na x nxdx n

n
n

n

为奇数

为偶数

0nb （ ,3,2,1n ）

]4cos
4
1

3cos
3
1

2cos
2
1

cos[4
3 222

2
2 xxxxx （ x0 ）

即
12

34cos
4
13cos

3
12cos

2
1cos

22

222
xxxxx ②

由①、②得：

12
263

8
2

12
3

8
2cos 222222

1
2

xxxxx
n

nx
n

（ x0 ）

小结：通过本次习题课的讲解，使学生对概念的理解更加深入、 全面，有利于提高综合

运用知识的能力。


